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PRÉFACE Fa 


La plupart des recherches en théorie des oscillations non liné- 
aires effectuées au cours des dernières décennies ont été inspirées par 
les méthodes classiques datant de la fin du XIX°-début du XX" siè- 
cles. 11 suffit de citer la méthode du petit paramètre développée dans 
les monographies de A. A. Andronov, A. A. Vittet S. E. Khaïkine [4], 
B. V. Boulgakov [25], I. G. Malkine [79 a, b]l, la méthode de la 
moyenne qui a son origine dans la méthode de Van der Pol (N. NX. Bo- 
golioubov et Jou. A. Mitropolski [17, 85 d], V. M. Volossov et 
B. I. Morgounov ([33]), la nouvelle théorie des perturbations de 
V. 1. Arnold [218] basée sur les méthodes classiques des perturbations, 
la méthode des fonctions V de G. V. Kamenkov ([54}, t. II) utilisant 
les résultats fondamentaux de Liapounov et de Tchétaïev. 

On ne saurait cependant négliger l'introduction des méthodes 
nouvelles dans la théorie des oscillations non linéaires: ce sont les 
méthodes asymptotiques développées par N. N. Bogolioubov. 
N. M. Krylovet IJou. A. Mitropolski [17, 72, 19, 85 cl, les méthodes 
d'analyse fonctionnelle introduites par M. A. Krasnosselski [67 a, b, 
2713 a-d] et ses disciples [68, 69], la méthode des transformations 
ponctuelles développée par A.’ A. Andronov et À. A. Vitt [3, 4] et 
par lou. I. Neimark [94 a, b], la méthode stroboscopique de N. Minor- 
sky [183 a, b, cl, la méthode oscillatoire de F. R. Gantmacher- 
M. G. Krein [36], la méthode de détermination des mouvements 
quasi périodiques de À. N. Kolmogorov et de V. I. Arnold [261, 218]. 
Remarquons que la « nouveauté » de telle ou telle méthode est tou- 
jours relative: par exemple, la prise de la moyenne est un procédé 
qui, bien qu'associé au nom de Van der Pol, était largement prati- 
qué encore par Euler, Lagrange et Laplace. Mais il s’agit là d'un 
tout autre problème, dont un chercheur futur s’intéressera peut-être 
un Jour. 

La première partie du livre traite de la méthode de Liapounov, 
de la méthode de Poincaré et de la méthode de la moyenne appliquées 
ensemble à l'étude des oscillations dans les systèmes de Liapounov 
et dans les systèmes proches d’un système de Liapounôv. Un 
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intérêt certain est présenté par l'analyse des systèmes oscillants 
régis par des équations différentielles autonomes analytiques où un 
petil paramètre n'intervient pas. Dans le cas conservatif (un système 
de Liapounov) c'est la méthode bien connue de Liapounov qui peut 
être employée. Or, toute solution périodique obtenue par cette 
méthode dépend de deux constantes arbitraires tout au plus et cesse 
d'être solution générale dès que le système reçoit plus d'un degré 
de liberté; on connaît aussi d’autres cas où la méthode de Liapounov 
s'avère inopérante. Nous proposons dans le $ I, 1 une transformation 
(dont l’idée remonte à Liapounov) qui abaisse de deux unités l’ordre 
du système de départ et qui fait intervenir un paramètre égal à la 
racine carrée de l'énergie constante réduite, le système devenant alors 
non autonome. Si le paramètre est suffisamment petit, le nouveau 
système non autonome quasi linéaire peut étre traité par les méthodes 
du petit paramètre. 

La variante proposée a fait ses preuves dans nombre de problè- 
mes, et en particulier dans le problème dit de transfert ou dex échan- 
ges de l'énergie. Ce problème est résolu en trois étapes dont la pre- 
mière consiste à déterminer le régime périodique de départ et à définir 
ses domaines d’instabilité dans l'espace des paramètres par les 
méthodes de la résonance paramétrique [79b, 146]. Ensuite on 
cherche les régimes périodiques qui se manifestent quand les para- 
mètres du système prennent des valeurs critiques; il va de soi que 
ces régimes doivent différer de celui de départ. A cet effet, après 
avoir effectué les transformations décrites, on applique au système 
transformé la méthode proposée par Poincaré pour la recherche des 
solutions périodiques dans les systèmes non autonomes. Le nouveau 
système peut d'ailleurs être traité par d'autres méthodes du petit 
paramètre. telles que la méthode de la moyenne qui permet d'effec- 
tuer. dans un troisième temps, l'analyse du processus transitoire 
souvent appelé transfert ou échanges de l'énergie. Toutes les trois 
étapes de résolution sont illustrées dans le chapitre [IT en examinant 
le pendule à ressort, le pendule rigide fixé à un ressort et les oscil- 
lations bétatroniques des particules dans les accélérateurs cycliques 
à focalisation faible. Remarquons que le problème des échanges de 
l'énergie est disculé par les méthodes de la théorie générale des 
chaînes oscillantes développée dans le chapitre II. 

Passons aux applications de la théorie des perturbations ($ IV, 1). 
Soit un système autonome non linéaire de la forme liapounovienne, 
d'ordre (24 + 2), non perturbé. Proposons-nous de le perturber par 
un amortissement analytique de norme suffisamment faible. Par 
une transformation appropriée du système perturbé, nous pouvons 
obtenir un système non perturbé non autonome quasi linéaire d'’or- 
dre 2k. Sa solution est supposée connue dans le cas où la racine carrée 
de la valeur initiale de l'énergie réduite du système est suffisam- 
ment petite devant l'unité. Pour obtenir le premier terme correctif 
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et les termes correctifs suivants de la solution correspondante du 
système perturbé (c’est-à-dire de la solution qui répond aux mêmes 
conditions initiales), on écrit un système complet d'équations aux 
variations par rapport au paramètre, c'est-à-dire une suite de sys- 
tèmes non homogènes d'équations différentielles linéaires d'ordre 
(24 + 1) à coefficients variables. Le système complet s'écrit sous 
forme opératorielle pour le cas général (à un nombre fini de dimen- 
sions) de la théorie analytique des perturbations. Si l'intégrale géné- 
rale du système non perturbé est connue, l'intégration du système 
complet se réduit aux quadratures selon Poincaré. 

Le dernier paragraphe de la première partie est consacré aux 
oscillations dans les systèmes du type de Liapounov. Le lecteur 
y trouvera quelques résultats dus à V. S. Noustrov [301 a, bl. 

La deuxième partie du livre est consacrée, comme la première, 
aux développements d'une méthode classique datant de la fin du 
XIX°-début du XX° siècles: c'est la théorie des formes normales 
(Poincaré, Liapounov. H. Dulac, C. L. Siegel, J. Moser. V. I. Ar- 
nold, V. À. Pliss et autres). 

C'est A. D. Bruno qui a obtenu des résultats fondamentaux en 
théorie des formes normales des systèmes autonomes analytiques 
non linéaires d'équations différentielles ordinaires [234 a-v]. Sa 
méthode remonte à Henri Poincaré [188]. Nous l'appliquons dans no- 
tre livre à l'étude de quelques problèmes où interviennent les oscilla- 
tions définies par les équations indiquées. 

Le lecteur trouvera toutes les notions nécessaires de la théorie de 
formes normales dans le chapitre V. 

Tout d’abord (au chapitre VI) nous attirons l'attention du 
lecteur à une classe de problème: où la forme normale se présente 
sous son aspect le plus simple, conformément au théorème de Poin- 
caré, et la solution générale du problème de Cauchy admet une repré- 
sentation efficace à chaque étape de l’approximation. Il s'agit de 
systèmes oscillants amortis (asymptotiquement stables en approxima- 
tion linéaire) qui possèdent des non-linéarités analytiques du type 
général. Les résultats dégagés sont illustrés sur quelques exemples 
de systèmes mécaniques à 1 et à 2 degrés de liberté. 

Ensuite nous passons à l'étude des systèmes du troisième ordre 
dont la partie linéaire admet deux valeurs propres imaginaires pures 
auxquelles vient s'ajouter une troisième valeur propre, soit négative 
($ VII, {), soit nulle ($ VIT, 2). Le paragraphe VII, 1 se termine par 
l'étude des oscillations dans les systèmes électromécaniques 
« à 1 1/2 degré de liberté ». 

Puis nous considérons les formes normales et les résonances qui 
apparaissent dans les systèmes autonomes analytiques du quatrième 
($S VIII, 1) et du sixième ordre ($ VIII, 4) avec respectivement deux 
et trois paires de valeurs propres imaginaires pures distinctes de la 
matrice de la partie linéaire, les systèmes en question étant non 
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conservatifs en général. La solution du problème de Cauchy s'écrit 
ici sous forme générale aux termes du second ordre près. Pour les 
formes normales du troisième degré, nous discutons les résultats obte- 
nus à l’aide des critères de stabilité de Moltchanov et de Bibikov- 
Pliss. Dans le cas des systèmes conservatifs, deux méthodes sont 
proposées pour la construction de la fonction de Liapounov: la mé- 
thode directe et la méthode de la combinaison linéaire d’intégrales 
obtenues à partir des formes normales du troisième degré (N. G. Tché- 
taïev). Les résultats obtenus sont employés pour le problème de 
Ishlinsky où il s’agit du mouvement de la plate-forme gyroscopique 
de l’élément sensible d’un gyrocompas-horizon artificiel ($ VIII, 2). 

Les deux parties du livre sont indépendantes en première appro- 
ximation. 

L'ouvrage s'adresse aux ingénieurs mathématisants, aux cher- 
cheurs en mécanique et en mathématiques appliquées, aux étudiants 
avancés et aux étudiants post-universitaires qui préparent leur thèse 
dans les facultés physico-techniques et physico-mathématiques. 

Les origines du livre remontent à un cours professé par. l’auteur 
dans la section Ingénieurs de la faculté de Mécanique-Mathémati- 
ques à l’Université Lomonossov de Moscou de 1956 à 1976. Grâce à la 
coopération bienveillante de mes collègues de la Chaire des Mathé- 
matiques appliquées de l'Université Lomonossov, quelques chapitres 
de ce livre ont vu le jour en 1970-1972 sous forme de cours polyco- 
piés [125]. 

Tout ce que l’auteur se croît capable d'apprendre aux lecteurs 
en matière de théorie des oscillations et de la stabilité, il le doit en 
tout premier lieu aux chers Boris Boulgakov et Nikolaï Tchétaiev 
qui nous ont quittés prématurément. 

Le but de cette préface était pour ainsi dire de « situer » le livre 
aux yeux du lecteur. Nous croyons qu'il serait plus juste de l’inti- 
tuler Quelques variantes appliquées des méthodes utilisées en théorie 


des oscillations non linéaires. 
L'auteur 


La numérotation des formules se renouvelle à chaque nouvelle 
subdivision du paragraphe « numéro », n°, par exemple: (1.3), (1.4), 
(2.1), etc; le paragraphe est omis. Renvoyant à une formule qui 
apparaît dans un autre paragraphe, par exemple: (1, 3, 4). Si la 
formule provient d’un autre chapitre, on la fait précéder d'un chiffre 
romain correspondant séparé par une virgule, par exemple: (II, 1.1). 
Les renvois aux paragraphes et aux sous-paragraphes (n°) se font de 
la même façon. 


PREMIÈRE PARTIE 


LES OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES 
DE LIAPOUNOV 


CHAPITRE PREMIER 


LIMINAIRE 


$ 1. Transformation des systèmes de Liapounov 


On arrive à abaisser de deux unités l’ordre d'un système de 
Liapounov ([77a], $ 33-45; {79a]l. chap. IV; [79b], chap. VII) en 
faisant intervenir l'intégrale des forces vives et en prenant pour varia- 
ble indépendante, comme le fait Liapounov, l'angle polaire dans le 
plan des variables critiques. Le système ainsi transformé [322 e-g, j, 
n, s, t] devient non autonome et contient un paramètre égal à la 
racine carrée de la constante de l’énergie réduite. Si cette dernière est 
suffisamment petite devant l'unité, le système transformé peut être: 
traité par la méthode de Poincaré ([107a]l, tome I, chap. 111) adap- 
tee à la recherche des solutions périodiques dans les systèmes non auto- 
nomes (voir $ 2 et chap. 111). La méthode de Poincaré revêt un 
intérèt particulier lorsque la méthode de Liapounov s'avère inopérante- 
pour la recherche des solutions périodiques du système de départ 
([77al, $ 34-45 ; [79a], $ 26-29 ; {79b], chap. VII, $ 1-4). 

Or, le nouveau système peut aussi, en général, être discuté par 
d’autres méthodes du petit paramètre, telles que la méthode de la 
moyenne [30, 17, 85d, 33, 39]. L'utilité de la transformation 
indiquée ressort d'autant plus clairement que les méthodes proposées. 
ne sont pas limitées à la recherche des solutions périodiques mais 
s'avérent efficaces pour de nombreux autres problèmes, tels que les 
processus transitoires, etc. Ce côté du problème sera développé. 
dans le chap. III. 

1.1. Cas général [322 e-g, j, sl. Soit un système d'équations diffé- 
rentielles de Liapounov 


Eye X (x Ti es ns Dirt Y (x, Ys Lys Zn)r 


dt 
(1.1} 


d 
= Patte. + Psnln + À (z; UE Ti. er Th). 


d 
(s= 1, ..., n). 
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Ici À, pr Sont des constantes réelles et À, Y, X,,. .., X, des fonc- 
tions analytiques réelles de x, y, x,,..., x, dont les développements 
commencent par des termes d'ordre non inférieur au second. Liapou- 
nov a démontré le théorème ([77 a], $ 42): si 

a) l'équation det || par — ôs,# Lee - 0 n'admet aucune racine de la 
forme mai (m — 0, +1, +2, ..., i = W—1), 

b) on trouve des séries suivant Le puissances d'une constante arbi- 
traire c qui vérifient formellement le système (1.1) 


x = CU L'or) 5, y = y Hey EL... 
(1.2) 
rm Cr, + Cr +... (s—=1,....n). 
où 25), y, 200, x09 (k = 1,2... .) sont des fonctions périodi- 


ques de t de même période et xt (4, | = = y (4) = 0 pour k>1, 
alors des séries trouvées sont absolument convergentes tant que c reste 
inférieure à une certaine limite et fournissent, pour ces valeurs de c. une 
solution périodique du système de départ (1.1). 

Voyons les cas où le théorème de Liapounov fait défaut, une 
condition au moins n'étant pas vérifiée. Si la condition a) n’a pas 
lieu, on a un « cas de résonance » (voir l'article de lou. A. Riabov 
1316 al). La condition b) est non satisfaite lorsque dans les dévelop- 
pements de ie Y, À,. ..., À, n'interviennent pas les termes zx* 
‘et y" (v = 2,3,...). Dans ce dernier cas on obtient un zéro identi- 
que à chaque étape de la recherche des coefficients de n'importe la- 
quelle des séries (1.2). 

Or, nous verrons dans le chap. III que même dans les cassignalés, 
il est possible d'obtenir des solutions périodiques de (1.1), à moins 
qu'elles soient inexistantes. Compte tenu en outre de ce qui a été dit 
dans les premiers alinéas de ce paragraphe, nous nous proposerons de 
soumettre à la transformation un système de Liapounov sans insis- 
ter que les conditions a), b) soient satisfaites. Dans le texte qui suit, 
nous supposerons que le système (1.1) admet une intégrale premiè- 
re !) qui est nécessairement une fonction analytique de x, y, x,, 
... Xn (77 al, $ 38; [79 al, $ 25:[79 bl, chap. VII, $ 1) de la orme 


H=r y WG: 2) EST gs lues 
..., In) = U° (u>0), (1.3) 
où W est une forme quadratique. La substitution de Liapounov 


= p cos Ÿ, y = psin Ÿ, x, = pzs (S = 1, ..., n) (1.4) 


1) Cela fait partie de la définition d’un système de Liapounov. 
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réduit le système (1.1) et l'intégrale première (1.3) à la forme suivante : 


= ER (p, 9, 2), = p0 (p. ü, z), 
Fe (1.5) 
de Psiè: +. À Penn + pZ, (p. LUE z) 
(Set, 34 D), 
p1+W(z)+ 08 (p, 0, z)] — n2. (1.6) 
Ici R, 6,Z,,...,Z, et S sont des fonctions analytiques des varia- 


bles p,,, ..., z, dans un voisinage des valeurs nulles dont les déve- 
loppements suivant les puissances de p commencent en général par 
des termes de degré nul; les coefficients des séries de puissances de p, 
Z1» + + ++ Zn SONt des fonctions périodiques de Ÿ de période 2x qui sont 
des polynômes en cos Ÿ et en sin Ÿ, notamment : 


R =p1X (p cos Ÿ, p sin Ÿ, pz) cos Ü + } (p cos Ü. p sin Ÿ, pz) sin Ÿ], 
8 =p2[—X sin Ô + Y cos ô], (1.7) 
Zs=p°X,(pcos d, psin 0. pz)—2,R(p, Ÿ, z)(s:=1, ..., n), 


S —=p"3S,(pcos Ô, psin Ÿ, pz) 


et zest un vecteur de composantes Ze der 

Supposons que 1 —- W=>0 dans (1.6). ‘On a cette inégalité 
pour toutes les valeurs de z,, . .., z, si West une forme quadratique 
définie positive (cas de l'intégrale des forces vives) et pour quelques 
valeurs suffisamment petites de z,,...,z, dans le cas général. Expli- 
citons p dans (1.6) en retenant une des branches de la fonction ana- 
lytique, plus exactement en prenant partout la valeur arithmétique 
de la racine: 


p=(t+Wy ten {1 (+ W)228 (0, à. z)p à 


+[ (A+mss(0, 8, 27 (1+H)256(0. 0, 2) | 2} + 0 (u*). 
(1.8) 


Supposant u suffisamment petit, introduisons le temps de phase Ÿ'; 
à cet effet, divisons les nr dernières équations (1.5) par la deuxième 
équation : 


din Ps121 + ee + Panin + PZe (p. Ÿ. Z) 


dû À +p0 (p, À, 2) PERS 
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Ecrivons le résultat qu'on obtient en portant le développement (1.8) 
dans le dernier système : 


d£s “ 1/2 
ASE Ptit: .… + Pen2n + 1+W (z)] V21Z, (0, Ÿ, Z) — 


— + (Partis ++ Penën) 0 (0, 8, 2] u+11+W (211 x 


PA SD ue . ï, Ÿ, | | Ld = 
x { L à z) —51+ (215 (0, 8, z)Z, (0, 8, z)— 


—- 6 (0, 9, z)Z, (0, Ÿ, z)+ 


1 ), Ÿ, 
++ (Ps121 + +. + Pan2n) | - 6: (0, ©, 2) — SE + 


++ (1+W)1S (0, 8, 7) (0, 8, 2)]}u?+O(u5) (19) 
(s=1, ..., n). 


Le système (1.9) a été découvert par 1. G. Malkine ([79 a], $ 26) 
qui n'en a explicité que la partie constante. 1. G. Malkine s'est 
contenté de démontrer l'existence d’une solution périodique dans un 
voisinage de la solution génératrice nulle. Par contre, nous nous pro- 
posons (chap. 111) de chercher les solutions périodiques dans un voi- 
sinage des solutions génératrices non nulles, ainsi que d'étudier les 
processus transitoires. L'ordre du système (1.9) est de deux unités 
inférieur à celui du système de départ (1.1), et les coefficients de sa 
partie non linéaire sont des fonctions périodiques de Ÿ de période 2x 
et dépendent analytiquement de 2,, . .., z, et du petit paramètre pu. 

1.2. Systèmes d’équations du second ordre [322 j, n, s, t]. Consi- 
dérons une classe de systèmes de Liapounov régis par # + 1 équa- 
tions du second ordre: 


Te + Lu = U (u, u Us es Un: Ds ... Da), 
(2.1) 


d°v e e 
Te + dus + see + CyrUr = V, (u, U, Vis CRCEET | Ur, Us: ..., V;) 
(él sas 


IciÀÂ>0,a;, = a, (x, j = 1,...,k) sont des constantes réelles 
et U, V;, ..., V, sont des fonctions analytiques réelles de u, u, 


js e + +9 gs Us + «+ +, Ur dont les développements commencent par des 
termes d'ordre non inférieur au second. Nous supposerons que le 
système (2.1) admet une intégrale première qui est nécessairement 


une fonction analytique deu,u,v,,..., Un, Vi, - « «, Un ([77 a), $ 38; 
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[79 al, $ 25) de la forme 
H=u? + Au + W ses ti l'a, e LL) + 


L Sau, Us, Lise. Une Vis ce Un) = (nu >0), (2.2) 


où W est une forme quadratique et S4 l’ensemble des termes d'ordre 
non inférieur au troisième. La substitution de Liapounov ([77 al, 
$ 33) 


u = pcos #, = psin Ô, 
(2.3) 


Vu Pix Uu=Pusx (x—=1, ..…, &) 


réduit le système (2.1) et l'intégrale première (2.2) à la forme sui- 
vante : 


d dù 
= peR(p, d, 2), = A+ pO(p, d, 2), 


PE = peu DZ» (p, Ÿ, Z), (x = 1, és k) (2.4) 
dz 
Tu = — y... — upon + PZntx (0, Ÿ, 2) 
et à 
p[1+W(z)+pS(p, Ÿ, z)] =? (2.5) 
respectivement. 


Ici R,6,Z,,..., 2, et S sont, comme dans le n° 1.1, des fonc- 
tions analytiques des variables p, z,, . .., z, dans un voisinage des 
valeurs nulles dont les développements suivant les puissances de p 
commencent en général par des termes de degré nul; les coefficients 
des séries de puissances de p, Z,,..., y sont des fonctions périodi- 
ques de Ÿ de période 2x, notamment 


R=p"?Ù (Kipsin Ÿ, pcos Ÿ, pz) cos Ÿ, 

6= —p"?Ù (A-ip sin #, p cos Ÿ, pz)sin Ù, 

Zyx= —2,R (p, Ÿ, z), (x=1, ..., k), (2.6) 

Zytx = pV, (A tp sin Ÿ, pcos 0, pz)—2;+,R (p, Ÿ, z), 

S = p"3S, (À ip sin Ÿ, pcos Ÿ, pz) 
et z est un vecteur de composantes 2,, . .., Z,,. Supposant que 
1 + W(z) > 0 dans (2.5) (voir n° 1.1), explicitons p dans (2.5): 

p= + W (2)7t2u {1 LIL W (RS (0, 8. 7) pu} + O (u?). 
(2.7) 
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Supposons que u soit si pelit que le second membre de la seconde 
équation (2.4) reste positif, de sorte que 


À+o(d, z; n)O(p(8, z; u), 0, z)>0, 
et introduisons le temps de phase à en divisant les deux derniers 
groupes d'équations (2.4) par la seconde: 
dix __ Shsx + P(Ÿ, z; u)Z,(p(Ÿ,z;u), Ÿ, z) 


dû  ÀA+p(#,z;p)6(p(8,z;n), ÿ,2z) ? 


dEh+x PC MEL, — dun + P(Ÿ. z; un) Zn, (p (Ô, z; u), Ÿ, z) 
dÿ RP, 25; 1) OU, 2; p), 0, 2) 
(CT, 52:46): 


On obtient en portant (2.7) dans le dernier système : 
A zut l1+ W(2]1702(Z,(0, 9, 2)— AO (0, ©, 2)] + 
+O(u), (x—=1,..…, k), (2.8) 
1 She — — lys — daxx ++ W(2)] 12 Xx 
X [Zntu (0, Ÿ, z)+A (az +... +auxzx) 8 (0, Ÿ, z)] +0 (2). 


Eliminons 2,4, -.., 22, entre (2.8). Il vient 
: Le + L AyyZs + eee + GxnZn = HU [1 + W (z)]71/2 [Zn+x + À es + 
+ ZA (az, + De 8 — 
, 28 , e 12 ; _ 02% 
— 12, — TS À dE 2; 25 Sy ST > (4-2 D 0. ] X 


RON .. Lines Hs (29) 


Dans les arguments de toutes les fonctions indiquées (y compris 
pour les dérivées partielles) on a posé p égal à zéro et l'on a remplacé 
les composantes Zh+is + + oh du vecteur z par Àz;i, . .., Àzs res- 
pectivement (la prime désigne la dérivée par rapport à 6). Nous 
avons aussi pris en considération que la dérivée de W (z) obtenue en 
vertu des équations différentielles de la première approximation est 
nulle, si bien que 


DE ETS 2; — DE (ana + … + Ajn2r) = 0, 


car W (z), comme il ressort de (2.2), est intégrale du système (2.8) 
non perturbé (c’est-à-dire correspondant à u = 0). 
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Remarquons que si L”, V,,..., V, sont indépendants de v,,... 


..., Lr, Ce qui a lieu dans certaines applications, la dernière somme 
entre crochets dans (2.9) s'annule. 

Nous ne nous arrèterons pas sur le cas où le système de Liapounov 
de départ est du second ordre, notamment sur le cas d’un système 
mécanique à un degré de liberté. L'existence d’une intégrale première 
permet de réduire l'intégration d’un tel système aux quadratures. 
Si l'on a un système holonome conservatif à un degré de liberté, sa 
solution périodique dépend de deux constantes arbitraires (par exem- 
ple, de la valeur initiale de la coordonnée lagrangienne et de sa 
dérivée) et se confond, à ce titre, avec la solution générale. Cela 
a été maintes fois discuté dans la littérature. Nous nous bornerons 
à signaler que ce sont la substitution de Liapounov (1.4) (ou 2.3)), 
la série (1.8) et la seconde équation (1.5) qui permettent de mettre la 
solution périodique sous la forme la plus adéquate. Le lecteur est 
prié de se reporter à l’ouvrage [79b] de I. G. Malkine, chap. VII, $ 4. 


$ 2. Sur la méthode de Poincaré appliquée 
à la recherche des solutions périodiques des 
systèmes quasi linéaires non autonomes 


Parmi les différentes méthodes utilisées en théorie des oscilla- 
tions non linéaires, c'est la méthode du petit paramètre qui a pris une 
importance de premier plan. Issue de la théorie des petites pertur- 
bations en mécanique céleste, elle a été exposée pour la première 
fois dans l'ouvrage classique de H. Poincaré ([107 al, tome I, 
chap. 111). Les développements ultérieurs de la méthode sont essen- 
tiellement dus aux écoles soviétiques et aux travaux de chercheurs rus- 
ses. À ce titre, il convient de citer en premier lieu les travaux de 
À. A. Andronov et A. A. Vitt [3, 4], de B. V. Boulgakov [25] et 
I. G. Malkine [79 a, bl. 

2.1. Equations différentielles de la solution génératrice et des 
premiers termes correctifs. Sans prétendre à la nouveauté des résul- 
tats, nous allons démontrer l'utilité indiscutable de la théorie des 
matrices et des notions de la théorie des opérateurs dans les cas où 
il s'agit d’un système qui possède beaucoup de degrés de liberté. 
Considérons un système non linéaire de k équations différentielles du 


second ordre qui se laisse définir par une équation vectorielle 
unique 


ME + QE + Po EU) HUE, vs vu) (11) 


où M, Q,, P, sont des matrices réelles constantes d'ordre À X k, 
M et P, étant symétriques et Q, alternée; f (£) est une fonction vecto- 
rielle intégrable continue par morceaux, périodique de période T = 
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— 21/0; gt, v, v, u) est une fonction vectorielle analytique de pu 
pour u = 0: T est périodique suivant t et admet un nombre suffi- 


sant de dérivées par rapport à vet v dans le domaine étudié de varia- 
tion des variables. 
Cherchons les solutions T-périodiques de (1.1) qui sont des fonc- 
tions analytiques de u pour u = 0: 
vtt, pu) = vo (+) + pv (#) + pévto(t) +... (12) 
En substituant cette expression dans (1.1), nous voyons que la 
solution génératrice v(%(t) doit vérifier un système d'équations diffé- 
rentielles linéaires à coefficients constants 
1 À (0) dv(9) 
LE + QE + Pov® = E (ft), (1.3) 


tandis que le premier et le deuxième termes correctifs doivent véri- 
fier les systèmes respectifs 


2 (1) e 
ME + Qi . D PNO GE V0, VU, 0), 
LE ue re 0€ \ : Ô0g (1.4) 
ve (SE) yep (2Æ) cas (8 
Mg + QG (< av E).v + nc A + ôu ).» 


où l'indice zéro affectant les dérivées partielles signifie qu'on pose 
après dérivation p —0, v — v(®), v = v(9. Dans le texte qui suit, 


nous désignerons par ôg/ôv et ôg/ôv les matrices des dérivées partiel- 
les correspondantes : 


à 
om 2e ant, |: |, 2 . 
av dux 11°? Fo 1” : Jo 
Uk ER 
Pour le système homogène qui correspond à (1.3) 

MA + Q LÉ + Ps 0 (1.5) 
notons par À:,, ..., A4, les racines de os. caractéristique 
(À = À) ù 

det (AM + AQ, + P;) = 0, (1.6) 


et par a,, les vecteurs propres associés 
(AM+AQ+P)a;=0 (v=+1, ..., +). 

Examinons deux cas. 

2.2. Cas de non-résonance. Le système (1.5) n'admet aucune 
solution T-périodique. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit 
qu'il y ait 

A Æipo (v=+1,..., +k; p =0, +1, +2, ...). (2.1) 
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Dans ce cas, dit cas de non-résonance, le système (1.3) et, par analogie, 
les systèmes (1.4) et tous les suivants admettent une seule solution 
T-périodique (voir ci-après). Conformément au théorème de Poincaré 
([107 a], tome I, chap. III) (voir aussi [79 al), la série (1.2) est con- 
vergente pour u — 0; autrement dit, le système non linéaire de 
départ (1.1) n’admet, pour u = 0, qu'une seule solution T-périodi- 
que analytique par rapport à pu 

Ecrivons la formule de la solution T-périodique du système (1.3). 
Pour plus de simplicité, bornons-nous à considérer le cas de Q, = 0 
et, sans diminuer la généralité, posons M, = 1,. Mettons l'équation 


D PVO = E(0) (PE Po 2.2 


sous la forme d’une équation vectorielle du premier ordre 


dx __AxLh(t), x M'hae( » o)pn-() 2.3 
TE — X + (t), =") = —P, 0 9 = s )° (2.3) 


La solution du système (2.3) assujetti à des conditions initiales est 
définie par la formule 


x(t) = etA [ (0) + e”*Ah (s) ds | 
0 


(voir par exemple [146], n° II, 1.4). D'où 


{ t+T 


x (t+T)=eTAetA [ x (O0) + | e”#4h (s) ds + | e”‘Ah (s) ds | — 
0 t 


t+T 
— eTA [x (t) + \ et-S Ah (s) ds | : 
| + 
Changeons dans la dernière intégrale s en t = T +—t —s et écri- 
vons la condition nécessaire et suffisante de la périodicité de x (t + 


+ T)=xt(t): 
T 
era [x (#)+ |ete-nAR (sr) dr] = x (0). 
0 


Puisque la matrice L,, — eTA est non singulière en vertu de la 
condition (2.1), l'unique solution T-périodique de (2.3) s'écrit com- 
me suit : 


x(t) = Le —ea|" eTAh ({ —7+) dr. (2.4) 


Om, v] 


201370 
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Pour le matrizant et, nous déduisons de (2.3) 
— (“ ŒV Po) (V Pi) sin (V 
—V P, sin (tV P,)  cos(t V P,) | 


où les fonctions matricielles introduites sont définies par les for- 
mules citées en [146], (2.3), n° I, 2.1. Pour le premier facteur de la 


formule (2.4) on a 
I, (VP) cote (+ TVR) 
—V Pocotg(+TVP) I, | 


ce que l’on peut vérifier en multipliant par LE, — exp (TA). Il 
vient alors pour la matrice V P, de norme suffisamment faible 


cotg (TVR) = + (VB) —+ TV Po (TVR) — .… 


Les fonctions matricielles trigonométriques ainsi introduites véri- 
fient les formules fondamentales de la trigonométrie (voir [146], 
$ 1, 2). Nous obtenons donc, à partir de (2.4) et compte tenu de Ja 
condition (2.1), les expressions de l’unique solution T-périodique de 
(2.2) et de sa dérivée: 

T 


vo (= + À (VP) sin (TP) f(t— 7) dr + 


0 


We 


T 
+4 (VB) tcote (2 TVR) | cos (rVP,) (4 —*) ar. 
: : Ù (2.9) 
e — . — 
vo (4) — — + cotg (5 T VP;) | sin(TV P,)f(t—+)dt+ 
T 


Le | cos(tV/P,)f(t— +) dr. 


0 
2.3. Cas de résonance. Supposons que le système homogène (1.5) 
admet 2d (1< d< k) solutions T-périodiques linéairement inde- 
pendantes. L'on aura alors 2d égalités 
25 
À; = ip;w (i=+1, s.. Ed; P-;=—Pp;, o= +); 
et pour les autres racines de l'équation caractéristique (1.6), les 


inégalités 
A Æipo (h—=+(d+1),..., +k), 
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où p;, p sont des entiers. Mettons les 2d solutions vectorielles T-pério- 
diques de (1.5) sous forme complexe : 


a; (j—1, ..., d). (3.1) 


Voyons quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que le système (1.3) admette des solutions T-périodiques dans le cas 
considéré. Supposons que u (£), w (£) soient deux fonctions vectoriel- 
les admettant des dérivées secondes intégrables continues par mor- 
ceaux sur le segment [0, T], et soient les valeurs prises par les fonc- 
tions vectorielles et par leurs dérivées premières aux extrémités du 
segment : 


vit) = e*'Pj"la 


u(T)=u(0), u(7)=u (0), 
w(T)=w(0), w(T) = w (0). 
On a alors la formule!) 


T T 
| (Mu+Qu+Pu, w) di = | (u, MW+Qw-—+Piw)dt. (3.2) 
0 U 


En effet, on a en vertu de la formule (Ax, y) —(x, À *y) 
T .e e 
( (Mu + Qu + Piu, w) dt — 


0 


Re cu A 
— | (u, Mw) Fo) (u, Q Qow) dt + | (u, P,w) dt. 
( 0 


Faisant l’intécration par parties une fois pour la seconde intégrale 
et deux fois pour la première, on retrouve la formule (3.2). Suppo- 
sons que le système (1.1) admet une solution v (f, u). En portant 
cette solution et l’une quelconque des 2d fonctions (3.1) dans la 
formule (3.2), on obtient des identités en pu: 


1 
| (ŒG)+ugt, v, v,n), vé) de =0 (j=1, ..., d), (3.3) 
(1) 


81 "1 
(©) (©). 
ER UE 


on a (x. y) = En + …… + Ex (la quantité scalaire surlignée symbolise la 
conjuguée complexe). 


1) Si 


9% 
LA 
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car 
Mv4e) + QVS) + PvG= 0 (j=1, ..., d). 


JU 


Posant dans (3.3) u —0, on obtient 
|), vi) dt =0 (=1, .…, à). 
0 


Supposons que ces égalités soient vérifiées ; en les retranchant des 
identités (3.3) et en simplifiant par u, nous obtenons les identités 


Œ(, v, vu), vé)dt=0 (j=1, .…, d). (3.4) 


(CL 


Posant dans ces identités u — 0 et y substituant vl*? de (3.1), nous 
remarquons que la solution génératrice v(%({) vérifie nécessairement 
dans le cas de les 2d conditions suivantes : 


— e iPpt(g(t, vO, VO), 0), a;) dt —0 (3.5) 


(1 
(= +1, ..., +d). 


Cherchons la solution génératrice v(® (£) sous la forme 


d 
- ip,;ot - - 
(0) — wt0) (4) + 2, Ge ao; puy — ps), 


où w{® ({) est une solution périodique particulière du système (1.3). 
Les conditions (3.5) représentent alors un système de 2d équations !) 
définissant les quantités complexes mdr - + + Ga; nous les appellerons 
équations des amplitudes génératrices. Désignons par Ts - .. Cd” 
une solution du système (3.5). On montre que si le jacobien du systè- 
me d'équations (3.5) est distinct de zéro, de sorte que 
D (mas +. 
TR > ee 7 0 


alors la solution (1.2) existe et est analytique par rapport à u pour 


Identifiant dans (3.4) les termes en u, n°, . . ., on obtient 


mere (SE) vo (2e 


ee ) ot (SE). a) dt =0 
(j= +1, ..., +d), (3.6) 


1) Ces équations s’obtiennent à partir d'un théorème général du type de Fred- 
holm en théorie des opérateurs. 
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où l'indice zéro veut dire qu'on a posé après dérivation n = 0, v = 


= VO (E), v = vi (t). 

2.4. Equations aux variations pour un mouvement non perturbé 
périodique. Supposant que (1.2) définit le mouvement non pertur- 
bé, écrivons les équations différentielles du mouvement perturbé 


v=v(u)+y 
et cherchons leur première approximation, c'est-à-dire le système 
d'équations aux variations 
Rues dy .. og og \ dy 
M + ru )s+u() Se, 


où le mouvement non perturbé (1.2), v = v(t, u), v = vit, u), 
a été substitué dans les dérivées partielles après dérivation. Intro- 
duisons les notations des fonctions matricielles 


H (5) = —pP({u), p Fe) = —pQ(t. h). 


Développons ces dernières en séries suivant les puissances de ui: 
nP(t, u)=uP,(t)+nP:(t) +... 
nQ (#, u) = uQ, () + RQ (1) + 


Pie (5), Que (5), (4.1) 


le zéro en indice signifiant qu'on a posé après dérivation u = 0, 


v— VO), v — vw”) (4). Mettons l'équation vectorielle qui résu- 
me le système d'équations aux variations sous la forme 


MS + 1Q+nQ (2) -+ pe, (1) +...] + 


+ [Po +uP,()+uP.(t)+...]y=0 (4.2) 


Nous obtenons un système d'équations différentielles linéaires à coef- 
ficients T-périodiques. 

2.5. Cas des multiplicateurs distincts du système d'équations aux 
variations non perturbé. Considérons le système d'équations aux 
variations (4.2) pour u = 0: 


1€ à 
M +Q + P,y = 0. (2-1) 


Etant données les conditions Mt = M>0, Pt — P,>0, Q: — 
= — Q,, son équation caractéristique (1.6) n’admet que des racines 
imaginaires pures: 


Av=ioy (v—= +1, ..., +k; © = —0w,) (5.2) 
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Supposons que les multiplicateurs de (5.1) correspondant à la pério- 
de T, 


1W,,T 
D, = er 


(v= +1, 1 +), 
soient tous distincts, p;,p,, de sorte que 


W} Æ (modow=+) Ge, v= Hi, ..., +). 


Autrement dit, chaque classe de nombres w, congrus modulo 2x/T 

se réduit à un nombre unique. Les exposants caractéristiques du 

système d'équations aux variations ([146], n° IV, 3.4) sont 
aj(u)=iw;—io,;;signju+O(n) (j=+1,..., +), 

où i) 


Oyy= —([P;"-+iwjQ"']a;, a;), (5.3) 
1. 1f 
P'=—+ | P,(t)dt, Q=— | Q,(r)at 
0 0 


et a, sont les vecteurs propres normés 
(—0fM + iw;Q+ Ps) a; = 0, 
([(2w,M — iQ]a;, a,)=signi (j=+1, ..., +). (5.4) 
Pour les parties réelles des exposants caractéristiques du système 
d'équations aux variations (4.1), nous aurons dans le cas considéré 
Rea;(u) = —sign j-Im ([P;° +iw;Q@"]a;. a,)u +0 (y?) 
(j= +1, ..., +). 
Si donc 
sign j-Im([P/+iw,QJa,;, a) >0 (j=+1, .... +k), (5.5) 


c'est-à-dire pour j quelconque, le mouvement non perturbé (1.2) est 
asymptotiquement stable [77 a, 145 a] pour des u positifs suffisamment 
petits; au contraire, si l’on a pour l'un quelconque au moins des produits 
scalaires (avec un j’ choisi dans la suite +1,..., +k) 


sign j'-Im ([P£ + iQ] ax, aj) < 0, (5.6) 
le mouvement non perturbé (1.2) est instable [77 a, 145 al pour des up 
positifs suffisamment petits. 

Remarque. Restant dans le cadre du cas considéré (multiplicateurs 
distincts), supposons que les 
(P4 A ;; Cp) (] = + {, Sie +k) 


1) Rappelons que (x, y) — ZE, (voir renvoi à la page 19). 
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soient réels. Ce cas se présente toujours sous la condition triviale 
P{” = 0, ainsi que sous la condition Q, = 0. Dans ce dernier cas les 
a, - . ., a, Sont réels, car ce sont les vecteurs propres de la matrice 
symétrique M-'P,, et l'on a a_;, = a, (j — 1, ..., k). Puisque w, 
sign j > 0 (voir (5.2)) il vient 


Re a; (u) = — Re (QŸ a,, aj)u +O(u*) Ü—=+1,..., +k) 
Si donc pour j quelconque on a 
Ÿ; = — Re (Q;"a;, a ;) = 


T 

V1 à : , 

= Re (| (), dteas a) <0 (j=+1,.…, +H, (5.5) 
n 

alors le mouvement non perturbé (1.2) est asymptotiquement stable pour 

des p positifs suffisamment petits: au contraire, si l’on a pour l'un quel- 

conque au moins des produits scalaires 


#.=_LRe (i (2) dt-a;. aj) >0. (5.6') 


T +. OV 


alors le mouvement non perturbé est instable pour des u positifs suffi- 
samment petits. Si Q, — 0, il suffit que les conditions (5.5') et (5.6') 
soient vérifiées pour les seuls indices positifs; le signe de Re est automa- 
tiquement omis, car les (QŸ’ a, ay) (j = 1, . .., K) sont réels. 

2.6. Cas des multiplicateurs multiples ([146], n° V. 3.4). Suppo- 
sons que le système d'équations (5.1) admet un multiplicateur »-uple 
P, répondant à la période T : 


: 0 
Do = eiwl TT. 


Soit &;,,..., w;, une classe de racines de l'équation (5.3) qui corres- 
pond à ce multiplicateur, de sorte que 


9 
©; = @(0) [motu=+)} GS PRE À | 


Ainsi donc, le système d'équations (4.2) admet pour u = 0 un 
exposant caractéristique multiple iw(®. Définissons les entiers m; 
par les formules 
| 27 Us à : 
y QU Emi (j=jis ces fr). 


Représentons les fonctions matricielles (voir (4.1)) 


nées Get 
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par des séries matricielles de Fourier sous forme complexe : 


c On oi . — 
P, (t) — D exp (im) pi : Q,(t) — exp (im) QU”. 


N= — Mm—= — © 


Définissons les quantités ©6,;, par les formules 


(m}-m})  . (m,-m,) 
O jh — — ([P: J + iw;Q; L | ] a}; a;) 
(j; h= j;, sexe) (6.1) 


dans lesquelles les a; sont normés par les formules (5.4) et 


T 
( = ni # : 
p°". P=— | ein wptp, (t)dt, 


0 


T 
QE | en 2;)Q, (4) dt. 
Introduisons les quantités : 
0 jh, 
Vin = 1 j=h>0, (j, h= js, ..., jr) 
—1 j=h<O0 
et faisons l'équation 
det || On — Vin Îli, #5, ..., 3, = 0. (6.2) 
Si les parties réelles des racines de cette équation %;,, . .., 4j, sont 


négatives et ce pour tous les multiplicateurs du système d'équations (5.1), 
le mouvement non perturbé (1.2) est asymptotiquement stable (177 a, 
145 al) pour des u positifs suffisamment petits. Si au moins uneracine 
de (6.2) a sa partie réelle positive dans l’une des classes, le mouvement 
non perturbé (1.2) est instable (177 a, 145 a]) pour des un positifs suffi- 
samment pelits. 

Les r exposants caractéristiques du système d’équations aux 
variations (4.2), qui deviennent égaux à iot® pour u = 0, vérifient 
la formule 


X} (1) — jo(0) + JU + O (u1+6) (Ô > 0; j — Jus .... jr) 


dans laquelle les quantités 4; sont racines de (6.2). 
2.7. Exemples. 
Exemple 1. Considérons l'équation scalaire de Van der Pol 


Étot=lsint +u({—E#)E (0>0,1>0) 


qui a été discutée en détail par A. A. Andronov et A. A. Vitt ([3], 
pp. 70 à 84). Les racines de l'équation caractéristique (1.6) sont 
À = —+io. Examinons les deux cas qui peuvent se présenter. 
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a) Cas de non-résonance (© n’est pas un entier naturel). L'équation 
(1.3) s'écrit 
(0) L oE0) = Jsint 


et admet une seule équation génératrice périodique de période T = 2x 


E(0) — sin é. 


l 
oc —1 


De la première équation (1.4) 


sin t : 


Bose [s fée] LT em 


découle le premier terme correctif 


l | L* | bp 
2(1) ee me RE D CR ! RE . . 


Tous les termes suivants de la série (1.2) se déduiront par analogie, 
de façon univoque, à partir de la seconde équation (1.4)et des équa- 
tions suivantes. La solution cherchée (1.2) est 


__ Fsint ul » l° | 
EC) = SET + GET {[1 4(o°— 1} Jeost+ 


l cos 3t 


+ hors} + 0 (2). 


Pour voir si elle est stable ou non, cherchons Ÿ par la formule (5.5°): 


27 


1 {2 ça) à 
dr | (UE), & 


271 
Î É [° nn EE er l° . 
5 | [t- sint ét =: 201} » 
() 
nous voyons donc, d'après (5.5) et (5.6’), que pour des u suffisam- 
ment petits et pour 
> 2 (0° — 1}°, (7.1} 


la solution 2x-périodique ËE ({, u) est asymptotiquement stable et, 
au contraire, qu'elle est instable si l’on a << au lieu de > dans (7.1). 

b) Cas de résonance (do = p, où p est un entier naturel). L'équation 
(1.3) devient dans ce cas 


Et) + p'E)—/Jsint 


et admet une solution 2r-périodique pour p quelconque à partir de 
p = 2, ce que nous supposerons dans le texte qui suit. Conformément 
à ce que nous avons vu dans le n° 2.3, 


E(0) — 


sin { + 6, cos pt + &, sin pl. 


p°—1 
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Après des calculs bien simples qui permettent de définir les premiers 
membres des équations (3.5), ces dernières s'écriront comme suit: 


nas T 2 : 2 21° Le 

= -+pb[é ++ —4]=0 : 
CT —— 2/2 L (7.2) 
Ve= 7 Ps: FE ER PERTE 7 ]=0. 


Quels que soient les paramètres p et !, les équations admettent 
toujours une solution nulle 


Gi = Le = 0; 
si l’on a L << V2 (p° — 1), elles admettent en outre une solution 
T UE 3 
— yo) e  __ vt0) se (0) 
= Gr: rés =+]/ 4 — (p°—1} Gi 


où &( est un nombre réel quelconque non supérieur à 


V4 — 21%/(p° — 1}? en module. Pour cette dernière solution le 
jacobien indiqué dans le n° 2.3 s’annule, 


D (Ÿ1. V2) 0 
Dr 2e) Rue, res ù 


et, conformément au n° 2.3, nous ne pouvons conclure avec certitude 
à l'existence d’une solution 21-périodique, analytique par rapport 
à u pour u — 0, pour laquelle la solution génératrice est 


E(0) — —— sint+&!’cos pt +£&.” sin pt. 
Pour une discussion détaillée, nous prions le lecteur de se réfé- 
rer à [31. 
Prenons la première solution des équations (7.2), c'est-à-dire &, = 
— €, — 0. Le jacobien 


D (fi. V2) À 2 n2 l° 9 2 
Dis Le) =te-0 4 Up [ (7° —1)* 2 EE 

pour L=# V2(p° — 1); donc, conformément au n° 2.3, il existe 

une solution analytique par rapport à u pour u = 0. Pour un p 

pair. la première équation (1.4) nous fournit le premier terme cor- 

rectif : 


l l° | 
a t 
ë (p®—1}° [1 A (p2—1} Jcos + 
D 
+ 4 (p?—1} (p°—9) 
où n,et n> sont définis par (3.6). La condition de stabilité est (7.1) 
comme précédemment. 


cos 3{ + 1, cos pt + 1 sin pé, 
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Exemple 2. Considérons un système de deux équations différen- 
tielles (1140], p. 117) 


M + = pu A — nf — né) M + pig cos t, 
Me + © = pu (1 — nf — n) Me. (7.3) 
où up >0, g <0, w > 0 et w, | m (m entier naturel). Les 


racines de l'équation caractéristique (1.6) sont 

À-: — + il, À-o — + ol. 
Puisque w = 2x1/T — 1, on a un cas de résonance: p_, — — 1, 
Pi = 1. Àzo pi (voir le commencement du n° 2.3). Nous cherche- 
rons la solution génératrice 2x-périodique du système (7.3) sous la 
forme n> = 0, 


n1” = Geit + Levi — 2Re (&eït) = 2a, cos t — 2B, sint, 
dn mettant 6, = «, + if,. Calculons à présent les premiers membres 
eu système d'équations (3.5): 
1 Es ns 
di 2r| gif (A —5E) |, 


= 2a [++ AGE) |. 
Additionnant et retranchant les équations (3.5), nous obtenons 
Qi — 281 ( — oi — Pi) — 0, Zia, (1 — ai — fi) = U. 
Il en ressort que &, = O0 et que B, doit être racine de l'équation 
cubique 


f (BD = BB: + +90. (7.4) 


Pour qg << — 4V 3/9 cette équation admet une racine réelle unique 
Bo > 21/ 3/3, et pour —4V/ 3/9 << q < 0 elle admet une racine 
positive B4°(1 < Bi" << 21/3:3) et deux racines négatives distinctes 
Bf et Bi" (Bi Bi“). Ainsi donc, la solution génératrice de (7.3) 
se présente sous la forme >= 

no = bel + et —2pisint (= ip), (7.5) 


où P, vérifie (7.4). Calculons le jacobien du «<ystème d’équa- 

tions (3.5): 

D= Er D ee gne ((1— DENT) EN] = Ant (Bi — 485 + 1). 
D, 4°) 

Le jacobien D ne s'annule que pour B, = +V/3/3 et f, = + 1. 


Puisque B4° > 1, le jacobien reste non nul pour B = fi”. Ensuite, 


-À- 
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le cas de f, — = 1 est impossible, car f (+ 1) << 0. 11 s'ensuit que 
le jacobien D s’annule si et seulement si l'on a f, = — V 3/3, c'est- 
à-dire pour g — — 4} 3/9. Nous omettons ce cas, car il demande 
une étude spéciale. Dans tous les autres cas la solution (1.3) existe 
et est analytique par rapport à { pour u = 0. Le système (1.4) devient 
après substitution du premier terme correctif 


ee 
‘1 


nm = — MBicos3t, ni + win — 0, 
d'où 

ni = yet + yerit+ _ Bicos3t, m'=0. 
Ceci fait, nous devrions déterminer l’amplitude génératrice y, du 
premier terme correctif; plutôt que de le faire, nous passerons 
cependant directement à l'étude de la stabilité de la solution (1.2). 


Pour le système (7.3) et la solution génératrice (7.5), les équations 
aux variations (4.2) s’écriront comme suit: 


+ uQ, (+... +[P,+nP,(t)+...]y=0, 


où 
| 2 _ 4p° sin 24 0 
| 6 o? ||” PO=— (5 ),=] | ol» 
ô x À 
Q()=—(E) =(—1+ 285 — 265 cos 21) L. 
Ov 
On a donc 
— — ip; 0 
re FT | 0 ‘of 
(0) 2 (EL (—2) 2 10 
1 = (— 1 + 2f;) IL, 1 = Q 7 = —BP;L, }, — 0 1 |? 


et tous les autres coefficients de Fourier des fonctions matricielles 
P,(t) et Q: (t) sont nuls. : 
Les racines des équations (5.3) sont ©, = 1, &, = 1, w_, = 
—= — wo, et w,. Les vecteurs propres a,, a, de la matrice P, normés 
par les conditions (5.4) sont 
Î 
y 20, 


1 
MT 73 A: — 


€. 

On a donc une classe de deux racines {w_,, &,} congrus modulo 
: s 1 

2n/T = 1 ; toutes les autres racines, d'après la condition Oo 5 M 


sont non congrus avec les premières ni entre elles et forment deux 
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classes dont chacune renferme une seule racine: {w.} et {eo}. 
Considérons d’abord la classe à deux racines et définissons les entiers 
M1, M, à l’aide des expressions 


Ou =0+(—1).1, wo, —-0 + 1-1, 
d'où m_, — — 1, m, = {. Calculons 6,4, d'après les formules (6.1): 
sa 1 a. 
Gi 0 _. = (2 2f; — 1), Our = Gi = 5 Pit 


et écrivons l'équation (6.2): 


OX Ou 1 open 1 pi 
O1 Os — EX ete L + 2p5) | Car 


Ses racines sont 


= 5 (RP), ve (138). 


Pour 8, — ff’ >- 1 les racines %,, %. sont toutes deux négatives. 
Pour B, = fi <Oouf, = Bi* < O0 (ce qui ne peut avoir lieu qu'a- 
vec g > — 4 Y 3/9) la racine #, est positive, car on a en vertu de (7.4) 
x” _ . —_ 
dpi, 1—p => 0. 


Fe 


En vertu de la conclusion du n° 2.6, la solution périodique (1.2) aux 
amplitudes génératrices —2ff et —2ff* (voir (7.5)) est instable. 
Pour voir si la solution périodique (1.2) à amplitude génératrice 
26’ est stable ou non, nous devons examiner les deux dernières 
classes de racines {w_>} et {w.}. Calculons 8., et Ÿ, par la formule 
(5.5"): 


de —(Qa,, a) LE, 0,0, 


Pour B, = ff?’ >1 on a 6, négatif. Ainsi donc, la solution 
périodique 42) à amplitude génératrice 294%’ est asymptotique- 
ment stable. 


L'exemple suivant fera l’objet d’un paragraphe séparé. 


$ 3. Oscillations forcées dans les machines 
de filature à pots 


3.1. Position du problème et équations du mouvement. L'élément 
principal d’une machine de filature à pots utilisée pour la filature 
de la rayonne viscose est la broche à pot : c'est un ensemble constitué 
par un pot-bobine solidaire d’une broche électrique et placé à l'ex- 
trémite d’un arbre flexible vertical en porte-à-faux. Dans les machines 
modernes la vitesse de rotation en régime de l'arbre atteint presque 
9000 tr/mn: cette valeur dépasse sensiblement la vitesse à laquelle 
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les propriétés élastiques de l'arbre commencent à se faire sentir. 
Pour une certaine valeur de la vitesse les forces de rappel élastiques 
et les moments produits par la déformation de l’arbre portant le pot- 
bobine se voient équilibrées par les forces d'inertie et les moments dus 
à la rotation de l'arbre. Il est d’usage d'appeler arbre flerible un 
arbre dont la fréquence fondamentale des oscillations transversales 
propres est moins grande que la vitesse angulaire de rotation. Un 
grand avantage des broches à pots à arbre flexible est leur propriété 
d’autocentrage. La vitesse de rotation atteignant la valeur indiquée, 
le balourd statique et dynamique de l’ensemble tournant tend 
à disparaître. 

Or, sous certaines conditions, un régime de mouvement instable 
risque de se manifester dans le système à arbre flexible. Le système 
développe également des auto-oscillations, c'est-à-dire des régimes 
où, en plus des oscillations forcées provoquées par le balourd de 
l’ensemble tournant, on observe des oscillations entretenues dont les 
pulsations sont voisines des pulsalions propres du système linéarisé 
d'équations différentielles qui régissent le mouvement. 

L'instabilité du régime d'oscillations forcées dans le domaine 
hypercritique peut être due au frottement interne dans le matériau 
de l'arbre flexible [74]. Il existe une théorie connue selon laquelle les 
forces résistantes extérieures font reculer la frontière du domaine de 
stabilité vers les fréquences élevées [44, 45]. Il est donc très important 
de déterminer les relations entre le frottement interne et les résistan- 
ces extérieures de façon à rendre les oscillations forcées de la broche 
à pot asymptotiquement stables. 

Pour obtenir les équations différentielles du mouvement de la 
broche à pot, nous adopterons le schéma proposé par la. I. Koritys- 
ski [66]. L'organisation du dispositif de filature à pot tournant 
9B-3M est montrée sur la figure 1. 

La position de l'ensemble mobile par rapport au repère fixe ruv 
est déterminée à l’aide d’un système de coordonnées indiqué sur la 
figure. En réalité l’axe des x est toujours orienté verticalement vers le 
haut. Conformément au modèle dynamique retenu et compte tenu 
de certaines hypothèses généralement admises (66, 74], nous admet- 
tons que les oscillations de la broche à pot se laissent définir par un 
système non autonome quasi linéaire d'équations différentielles 
à termes dominants affectés de coefficients constants. Mis sous forme 
complexe, le système en question se présente comme suit : 


MU, + Cynly — Ciolo — Cysls = mev* exp (ivt) — 
—u {m lu, + iev exp (ivt)l (0 + %) Lu 1°) + 


+ RC; (u, — vu) — hi (Us — Vus) — 


—h;s (Us — ivus)}, 
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At — ivKous — Cody + Coollo “a Casa — 
= y [ (3ivKou + Col — Coos — Cysus) | us P — 
— (ivKou, — 2Ku,) Re (bu) + he (u, — ivu;) — (1.1) 
. — her (u, — vus) — hc;s (Us — ivus)l, 
Aus — Cali + Cale + (C33 + f) us = 
— pÜhcs (u, — ivu,) — 
—hez (ue — ivus) — ho%s (Us — ivus) — Axual. 


La signification des coordonnées à valeurs complexes u, (j — 1,2 


1 “+ 


3) est facile à comprendre en regardant la figure 1: u, = n + iE, où 


Fig. 1 


n et ë sont les coordonnées du centre d'inertie du socle rigide 5 soli- 
daire du pot-bobine 3; u, — @;, + if,, où &, et f, sont les angles 
de Resal qui définissent la position de la tangente à l’axe élastique 
de l’arbre flexible vertical en porte-à-faux dans le point d’emman- 
chement du socle rigide » ; u3 — 1 + id, où vw et 8 sont les angles 
qui définissent la déviation de l'axe du collet de broche électrique Z 
par rapport à l’axe des x fixe. 

Les coefficients constants ci, — Cyy, C33 (j, k — 1, 2, 3) sont 
déterminés par la construction et les paramètres physiques de l’en- 
semble mécanique. La dureté des amortisseurs du porte-collet 2 vis- 
ä-vis des déplacements angulaires du collet Z est évaluée par le 
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coefficient f. L’excentricité linéaire e de l’ensemble tournant est 
supposée petite devant les termes dominants des équations diffé- 
rentielles. Les autres quantités intervenant dans les équations (1.1) 
sont : 

Ko, K,, les moments centraux d'inertie polaire et équatorial 
de l’ensemble tournant : 

A, le moment d'inertie équatorial du dispositif pour son point 
fixe ; 

m, la masse de l'ensemble tournant ; 

Ho X1» X. les coefficients des forces dissipatives extérieures ; 

k, le coefficient de frottement interne dans le matériau de l'arbre 
flexible [44, 66]. 

Indiquons enfin que le paramètre pu a été introduit dans les équa- 
tions différentielles du mouvement (1.1) afin de distinguer les termes 
qui sont faibles devant ceux des premiers membres des équations. 

3.2. Recherche de la solution périodique. Les résultats des ex- 
périences et les observations faites en cours d'exploitation des 
machines de filature montrent que les oscillations forcées du disposi- 
tif sont souvent imputables au balourd de l’ensemble tournant. Ces 
oscillations sont résumées par la solution périodique des équations 
différentielles de départ (1.1), solution que nous allons chercher 
par la méthode de Poincaré. Tout d’abord nous transformerons le 
système de départ (1.1), qui réunit trois équations différentielles 
du second ordre par rapport aux fonctions à valeurs complexes 
uj (j = 1, 2, 3). en lui donnant la forme d’une équation vectorielle 
unique à valeurs réelles (2, 1.1) 


d°y dv ® 
MP QD Por = E (HUE (E, v, N). (2.1) 
Nous avons introduit les notations suivantes: les vecteurs 


(z,) [cos vit) (g,) 


To sin vf Lo 
T3 : . £3 

V — + f (t) = mev° 0 , U£g(t, v, v)=u al” 
Ts 0 £5 


te) (0) (8) 
OÙT =, 1e — Ë, ta = 2 = Pi, x; = Ÿ, za = Ÿ, etfles fonctions 
ugy ( = 1,..., 6) s'obtiennent par séparation des équations com- 
plexes correspondantes de (1.1); 
les matrices 


M — diag (m, n, K; K:;, À, A), Q — LT [ff 


Où Que = KoV, Gus — — KV, et les autres éléments de la matrice Q, 
sont nuls. 
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En séparant les équations complexes du système de départ (1.1), 
on obtient la matrice P, qui s'avère, pour le système en question, une 
matrice symétrique définie positive. Les éléments de cette matrice 
6 x 6 sont les coefficients cy; = Ca, 33 + f (j, k = 1, 2, 3). Ainsi 
donc, le vecteur v représente les coordonnées du dispositif, tandis 


que le vecteur ug ({, v, v) est une fonction périodique du temps { 
de période T = 2x/v. 

Nous chercherons la solution T-périodique de l'équation (2.1) 
sous forme de développement (2, 1.2) suivant les puissances entières 
du petit paramètre u sans aller au-delà du premier terme correctif de 
la solution génératrice : 


VU) = v® (4) + pv (D +... (2.2) 


Après avoir appliqué le procédé connu (voir n° 2.1), nous obtien- 
drons les équations différentielles vectorielles (2,1.3) de la solution 
génératrice et les équations (2,1.4) du premier terme correctif. 
L'équation caractéristique (2,1.6) pour le système homogène (2,1.5) 
se présente comme suit : 
[det (P, —2Àle)]? + {[(cs, + mA?) (cs + f-+ AM) — ci] Kov}? 22 = 0. 

Elle admet de toute évidence des racines imaginaires pures 
M=io; (j = +1,..., +6). Nous supposons qu'il n’y a, parmi 
les racines, aucune quantité de la forme ipv (p = 0, F1, F2,...,; 
i—V — 1). S'il en est ainsi, l'équation de la solution génératrice 
et chacune des équations suivantes n'auront qu'une solution T-pério- 
dique unique. Pour obtenir ces équations, il y a intérèt à revenir à la 


notation complexe des équations de départ. La solution génératrice 
s'écrira alors comme suit: 


To 1 + izSp) — mev2D7i (v) Dir (v) CXP (ivt) (k = 1, 2; 3). 


Rappelons que xz;°’ (j — 1,...,6) sont les composantes du vecteur v{° 
de la solution génératrice, tandis que les D,, (v) sont lescompléments 
algébriques des éléments correspondants du déterminant fondamental 


D (x) = det (—12M - iv Q, + P,). 
Jci 
M = diag (m, K,, À), Q = diag (0, —ivX,, 0), 
Cys C2 7 Cis 
Coe C3 
— Cis  Cos Cut f 
Les premiers termes correctifs s'écriront ainsi: 


3 
u (zx D_itizy) = D" M2 ryDjr (v) (k=1, 2; 3). 
ER | 


3—01570 
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Dans les dernières formules nous avons introduit les notations sui- 
vantes : 5!’ (j — 1,..., 6) sont les composantes du vecteur vi), et 


ra = op ( VO, VO) His (t, VO, vi0) (k = 1, 2, 8). 
On a donc 


| Dit) 21f,. mvDal() |. 
DE ivme | x + (TR | IC + RO) exp (iv), 


2Dio(v) \3 
1 — (5 ) K 1 2 Re) exp (iv), 
la7= — iVA Ho Te au exp (ivt). 


Les approximations suivantes se cherchent d'une façon similaire. 

3.3. Etude de la stabilité. Il est connu que seuls les mouvements 
stables admettent une réalisation phrsique. On doit donc étudier 
la stabilité de la solution périodique que l’on vient d'obtenir. afin 
de pouvoir déterminer les domaines d'existence des mouvements 
périodiques de la broche à pot. Pour faire l'étude de la stabilité, 
écrivons les équations aux variations en assimilant le mouvement 
périodique obtenu au mouvement non perturbé. 

Désignons par le vecteur y un petit écart par rapport au mouve- 
ment non perturbé; le mouvement perturbé s'écrira alors 


v=v(,u) +) 
Portant le mouvement perturbé dans le système (2.1), mettons les 


équations aux variations sous forme vectorielle (2,4.2) sans aller 
au-delà des termes où u intervient à la puissance 1: 


ee + (Qo + HQ (4) + … 1% +IP, LuP,(t)=...]y=0. (3.1) 


Dans le cas étudié, comme nous l'avons déjà signalé, l'équation 
caractéristique n’admet que des racines imaginaires pures et les 
multiplicateurs de (3.1) pour u = 0 correspondant à la période 
T = 2n/v sont tous distincts. Les exposants caractéristiques du svys- 
tème (3.1) se définissent par les formules (2,5.3): 


ay (u) = io — io, sign ju + Ou) G=+1,..., F6). 
où oyy = — (IPS + iwsQ{"] a;, ay) et a; sont les vecteurs propres 
normés : 
(—oÿ M + io, + P,) a; = 0, 
((20;M — iQ] as, a) = sign j G=+F1,..., F6). 
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Les vecteurs propres peuvent avoir comme composantes : 
1) Dai (© j) a Da: (wj) ac 
1 T D22 (© ;) RS De Dao) * 7 4 
Des (@;j) un  Des(@;) 
LL ———————— Cjs a; TT ————— 
Das (j) Das (@ ;) 
= +, 1,..., +6), 


140 __ 15) __ 
a; cn Cjs a) 


Dar (0 ;)* K,v Dea(w;)® 1-1, 
? —1 M + 4 no et ; 
D m0 [r Dee (0j)? K (1 2K,0); | M Das (j) | SISN 7, 


Ja normalisation n'ayant aucun impact sur la stabilité ou la non- 
stabilité dans le cas des multiplicateurs distincts. 

Puisque les quantités (Pa, a,) (j = + 1,..., +6) sont réelles, 
les conditions de stabilité asymptotique du mouvement examiné 
(2.2) s'écriront sous la forme (2,5.5'): 


Re (Q1a;, a;) > 0 (J 1, . 6). 


La matrice uQŸ” calculée pour le système (2.1) se présente comme 
suit : 


M + he,, 0 — hc,: 0 — hC;s 0 
(Q M +hc,, 0 — RC; (9 — he: 
— RC; 0 he  K,vfs RC (ù 
0 — hoc) —Kivf hic» 0 hcos | 
— he; 0 Rs O  hcis + A% 0 
0 — he, 0 hicos () hc$, + A%o 


M = m (%o % #14) Ja — mex*D"\ (v) Dr (v) (% Hi 1, 2). 
Sous forme développée, les conditions de stabilité asymptotique 
des oscillations forcées de la broche à pot de la machine de filature 
s’écriront 
m (%o + %1f1) Das (03)? + 4x2 Dos (© y)? + 
+ kmoiD,, (0,)— ho, (Kov— Kiw;) D22 (05)° — 
— h(f— Ao}) D (0; >0 (j=1,...,6). 


Ici D, (wy) sont les compléments algébriques des éléments corres- 
pondants du déterminant fondamental du système (2.1). 

Après cette analyse de la stabilité asymptotique, on peut faire 
la conclusion pratique que dans les dispositifs analogues à la broche 
à pot considérée ici, les forces de frottement interne sont incapables 
de détruire la stabilité asymptotique des oscillations forcées provo- 
quées par le balourd de l’ensemble tournant. 


g® 


CHAPITRE II 


CHAINES OSCILLANTES 


Les deux paragraphes suivants sont consacrés aux chaînes oscil- 
lantes planes. Les chaînes étudiées dans le premier paragraphe [322d] 
sont libres et entièrement élastiques : autrement dit, s'agissant d’un 
système mécanique, c'est un système de points matériels couplés par 
des ressorts sans poids. Dans le deuxième paragraphe [322c] une de 
ces conditions cesse d’avoir lieu: en effet, certains ressorts sont 
remplacés par des barres sans poids. En plus, le mouvement de l’une 
des masses se trouve gêné par des guidages dans un exemple du para- 
graphe, ce qui fait que la chaîne oscillante cesse d’être et entièrement 
élastique et libre. 

Il peut sembler de prime abord que ce sont là des questions 
particulières des oscillations mécaniques. Il n’en est rien en réalité. 
Même dans les problèmes mécaniques on a le droit d’assimiler une 
barre à une chaîne oscillante, à tel point qu’il n'est pas facile à dire 
lequel des deux modèles — continu ou discret — tient mieux com- 
pte de ce qui se passe en réalité. Passant aux systèmes électrodynami- 
ques, on rencontre des analogies encore plus frappantes. Nous conseil- 
lons au lecteur le livre de L. I. Mandelstam [80] (partie I, leçon 29: 
partie 11, leçon 12). Dans le $ III, 2 nous mettrons en évidence le lien 
entre les oscillations des particules dans les accélérateurs cycliques 
et les oscillations des pendules à ressort: ce ne sera qu'un exemple 
parmi d'autres. 


$ 1. Chaines oscillantes libres 
entièrement élastiques 


1.1. Définition de la notion de chaîne oscillante. Considérons un 
système mécanique géné par des liaisons holonomes qui ne dépendent 
pas explicitement du temps. Soient q;, ..., g, les coordonnées 


lagrangiennes du système, et soient q,. . . ., 4. les vitesses générali- 
sées correspondantes. Supposons que la force généralisée répondant 
à une coordonnée gq, se laisse mettre sous la forme 


Q, (Gus An) — R, (Qu: ...) Qn) (v = 1, EE 
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Ici Q@, et R, sont des fonctions centinues et différentiables de leurs 
arguments respectifs dans leurs domaines de définition. Pour les 
forces résistantes examinées, nous supposerons que leur travail 
dans tout déplacement virtuel (qui se confond en l'occurrence avec 
un des déplacements réels) soit négatif: 


— Ÿ R(qu 2 An) M < 0. (1.1) 


Par raison de continuité, il en découle que 
RO, ss O0, RS hkses on) 


Dans le cas non linéaire le plus simple où À, = f(q,)(v = 1,...,n), 
la condition (1.1) veut dire que jf (œ) > 0 (4 = 0), tandis que la 
condition de continuité signifie en particulier que f (0) = 0. Dans le 
cas linéaire les conditions (1.1) signifient qu’on a une dissipation 
complète. 

Puisque les liaisons ne dépendent pas explicitement du temps, 
l'énergie cinétique TZ du système est une forme quadratique des 
vitesses généralisées dont les coefficients ne dépendent que des 
coordonnées lagrangiennes : 


{ n nn | | 
T=-- > (us ++. On) iQy (aji Gs5  j=1, ...,n). 
4, J=-1 


Les équations du mouvement s’ecriront sous forme de Lagrange 
comme suit: 


. da; Fe 
S aug + 5 (< e + — _ ai = Q,—R, (1.2) 


04} 
iz 1 1, 3=1 
LCR, PRE … 


Nous allons essayer d’étudier la stabilité au sens de Liapounov du 
mouvement non perturbé 


Qv = vo (t), y = Avot) (V=1,...,n) (1.3) 


par rapport aux variables q,, . .., qr, qn - .., gr (r  n). Pour le 
mouvement perturbé, nous désignerons les coordonnées et les vites- 
ses par 


Av = Qvo (t) + Xv, Iv = vo (t) + Hv (v—= I, ...., n). 
En première approximation les équations différentielles du mouve- 
ment perturbé (équations aux variations) peuvent s'écrire 


n 


> Ltavo- Ta +b,; (t) = St + C,; (1) # | = 0 (v = 1. .. n), (1.4) 


at 
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DJ 


ou 
= DT) + (Ge) oo + (Se), 9 
= {RE OS | (En) - 
i— 1 k 1 
— + (), Je (0 Det} (SE) Gites, 40 


et l'indice zéro affectant a.,; et les dérivées partielles signifie qu'on 
a substitué dans leurs valeurs 


Quo (£), +... Qno (t); Ho (th - + ++ no (t). 


Nous conviendrons d'appeler le système mécanique de départ 
chaine oscillante par rapport au mouvement non perturbé (1.3) 
s’il est possible de choisir les coordonnées lagrangiennes de telle fa- 
çon que les coefficients (a,;),. by: (t) et c,4 (t) soient tels que l’on ait 
pour un entier naturel m<n 


(au)o = 0 (1.7) 
(v=1,...,mi-=m+<il,...n; v=m+i,... 
RS 


__ôR 
bit | Fe. Gta) (1.8) 
oR, 

Rece n (1.9) 

(FE Ê 

(=i...,.mi=mri,..,n;,v=m+il,...,ni= 

À, 45:00), 
Cyi (1) = 0 (1.10) 


Mais am l=mE Ris MIN em Et 4 le 
— 1; 4:54 M) 


pour { quelconque non inférieur à un £,. Les conditions (1.7) à (1.10) 
signifient que les fonctions matricielles des coefficients du systè- 
me (1.4) s'’écrivent 


ds 0 | ir 0 | 
O  |(avollim+1/ O  [Icys(t)m+1/ 


le 


9qi 


D 


0qi 


n 


m+ 1 


& 1] CHAINES OSCILLANTES LIBRES ENTIEREMENT ELASTIQUES 39 


Si les conditions (1.7) à (1.10) sont vérifiées, les équations aux varia- 
tions (1.4) se trouvent divisées en deux groupes de m et den — m 
équations : 


I d°#; Of, UK, , . - 
E [aude + (2) Dm] 0 (A0 
EE | î 


(Ve 55 MD): 


AE dl. F 
> [Garde Ge () Sos, (4) x | 0 (1.12) 
dq; 
(= m + 1; se n). 
1.2. Recherche des positions d'équilibre. L'exemple le plus élé- 
mentaire de chaîne oscillante est une chaîne oscillante libre entière- 
ment élastique par rapport aux oscillations verticales (cette dernière 


Fig. 2 


condition veut dire que c'est l'oscillation verticale du système 
indiqué qu'on a retenu comme mouvement non perturbé). On voit 
sur la figure 2 un système de W points matériels de masses m, . . . 
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..., Mn Couplés en série par À ressorts caractérisés par des masses 
négligeables, des raideurs c,, ..., cx et des longueurs L,, ..., ln 
à l’état non tendu. L'origine du premier ressort est située dans un 
point fixe O; l'origine de chaque ressort suivant est reliée à une arti- 
culation sans poids dont l’axe est perpendiculaire au plan verti- 
cal Oxy, ce qui veut dire que le système ne peut effectuer qu’un 
mouvement plan. On n'a donc en réalité que .V liaisons triviales 
imposées au système: z, — 0,...,2% — 0; comme 2.V coordonnées 
lagrangiennes, nous adopterons 21, . .., Ty, Yi: - - ., yY, C'est-à-dire 
les coordonnées cartésiennes des points matériels m,, ..., mn. 
L'énergie cinétique T s'’écrira dans ce cas élémentaire comme suit: 


N 
Î % n : LA 
Te LS my (+ ui), 
k=-1 

c'est-à-dire a;; = m0;; (ô;, est le symbole de Kronecker; i, j = 
= {, ..., /V). Cherchons l'énergie potentielle V (x;,, ..., rx, 

Ytr + + +, YN) des forces linéaires d’élasticité des ressorts et des poids 


e ï ’ { a ‘ , n 
V = > { — £MYr + 5 Ch [re — Lun) + (Ur — YR- 3) — 
k=—1 


2 Vin + Gil} (2.1) 
en posant x, = yo — 0 et en prenant partout les valeurs arithméti- 


ques de la racine. Commençons par chercher les positions d'équilibre 
du système. A cet effet, considérons le système 


L n 
_ CE Chlu= + (ce + Cu+1) Th — Ch+ilh+: — Cyly [(Zr — Z,,-1)° + 
+ Qué yh 3) (au — Tue) + Cueslas Unes — 2x) + 
ER (Yk+1 — yk)°] un (Tr+s —_ T}) —= 0, (2.2) 
oV 


, : , , 
EH ci — ML —Ciÿkei + (Cr + Cu+s) YR— Ch+yYh+1 — 


— culy Leu — The) + (VÉ —yha)  (yE— y 1) + 
+ cnedlnes nes — 21)? + (Yes — Yi] (yR+1 — y) = 0 
(À — 1, ... N) 


en posant Cy+, — ly+, — 0. Ce système admet une solution (posi- 
tion d'équilibre inférieure) 


zx = 0, um =(h +A) +... + (x + A) (& = 1, ..., N), (2.3) 
où À, est l'allongement statique d’un j-ième ressort, 
À = (my + m4 +... + mx) gle; (j = 1, CET N). 
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La position d'équilibre trouvée est isolée. En effet. avec les valeurs 
des variables (2.3) le jacobien du système (2.2) est D — D,D., où 
D, et D, sont les déterminants des matrices de Jacobi d'ordre W: 

CA Cale _ Cola 


her a+ he . . : 
_ Cake Cake,  Cshs Fe Cahs ( 
D, — la+ 4e ls l+ 
CNÀN 
0 0 0 .. ‘Là SE Àv 


tandis que D, se laisse déduire de D, pour {, = 0 et À, = 1 (k = 
= 1,..., N). La formule du déterminant d’une matrice de Jacobi 
nous donne 


N 
D: 
k 


ce qu'il fallait démontrer. 

Introduisons les variables y, qui représentent les écarts verti- 
caux d’un k-ième point matériel par rapport à sa position d’équili- 
bre inférieure : 


yx = yg—(h+h)—...— (ll +) (& =1,..., N). (24) 


En position d'équilibre inférieure on a x, =... =xx = y, —.. 
... = ÿy = 0. Pour déterminer des positions d’ équilibre distinc- 
tes de l’inférieure, mettons le système d'équations (2.2) sous la forme 


— Cu (Tr — Ts) {lu Lu — Zn) + (ln + An + Un Yr TT UE I} 
+ Cher (Tuts — Zn) (lus TTuts — Ta) + 
+ (lues + Anti + Yes — Vr)T HE 1} 0, 


(2.5} 
— Cu (ln + Ân + Yn — Yr-s) > 


X {ln L(Œn — Zu) + (ln + An + Ve — nm) — 1} + 
+ Cuts (res + Anti + Unes Ya) (ls ut — 2x) + 
+ (lés + Ant + Yes — y} 1} mag. 
un OU en extraire les équations qui correspondent à un 
= N: 
Cx (Zn — Znes) (1 — En [XX — 2x) + 
+ (Ex + Av + Un — yn I 7} = 0, 
Cn (ln + An + Un —Ynes) (— Ex (an — 2x1) + 
+ (n+Ans +yx —yx 5) —MNs£. 
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L'accolade est distincte de zéro, sinon la seconde équation n'a pas 
lieu. Ceci étant, la première équation nous donnera xx = 
tandis que la seconde équation prend la forme 


Cn(lx + Àx + yx —yx ur) X 
X {1 ne Lx | Lx + À + YUx — UN | 7) = MNg. 


Cette dernière équation admet toujours une solution y+ = yn_1; 
si Àx < ln, elle admet aussi une solution yx = yx-1 — 2lx. 
Prenons le cas le plus fréquent où l'allongement statique de chaque 
ressort est plus petit que sa longueur libre, 


À < L, (4 Se PRE F) (2.6) 


Traitant de même les équations (2.5) pour # — N — 1, N — 2,... 


., 4, nous obliendrons 2Ÿ positions d'équilibre de la chaîne 
oscillante libre : 


- | Ü |? =[ 
— 21; | Yi — los +. Un Yx-— 2x” 


étant entendu que chacun des Ÿ points matériels se meut dans un 
plan indépendant et parallèle à un plan vertical. 

1.3. Stabilité asymptotique globale de la position d'équilibre in- 
férieure en présence des forces résistantes. Les équations du mouve- 
ment (1.2) d’une chaîne oscillante libre entiérement élastique se 
présentent sous une forme toute simple: 


T N 19 


(2.7) 


Myln — —— A, (x. MAS EN M sets UN), 
un 0 ._. (@) 
MiYr = — TTL EL (x, A  ) 


(1, .., N). 


Désignons par inf V la plus petite valeur de l'énergie potentielle de 
la chaîne oscillante libre entièrement élastique parmi les 2Y —1 
positions d'équilibre distinctes de |” inférieure. Dans l’espace de phases 


Li, CEE Ta: Yi: ee + UN: CT . ee _— Yi, . ee yn: définissons un 
domaine fermé G dans lequel on a 


T + V< inf Fr. 


THÉORÈME. En présence des forces résistantes vérifiant la condition 
(1.1), la position d'équilibre inférieure d'une chaîne oscillante libre 
entièrement élastique est asymplotiquement stable pour des écarts initiaux 


‘o 10 10) ‘0) AUX r'® 710) 10) 
2 . ZI\', YU; 9 es UN : T; es IN, Ui s ...s UN 
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appartenant au domaine G. Cette dernière condition veut dire qu'on a 
T0) + VO € inf V, (3.2) 
où T\®9 et V® sont pris pour r, = rtf), ..., yx - = = po. 


Démonstration. Prenons comme fonction v du théorème 14.1 de 
N. N. Krassovski [70] l'énergie totale du système, 


v=T+V—V(0, ..., 0). (3.3) 


Calculons V (0, ..., 0) qui est la valeur potentielle en position 
d'équilibre inférieure : 


N 
V (0, .... 0) — D {melti +) +... + (ln +) + 


le 1 
] 2 
+7 cu (— )}. 


Montrons que V — V (0, ..., () est une fonction définie positive 
au sens de Liapounoy de zx,, ..., Zn, ÿ, . .- ., yn- Mettons V — 
— V (0, ..., 0) sous la forme 


N 


Î 2 2 
V—V(0, ..., 0) — + > Cu Ur — Tr) + Qu — Yu)? + 


k_1 
+2 (ni + + Yu — Vues) — 2 V' (xx — Lg) + (ln + Àn + Un — Yn-1)?] 
et voyons si les inégalités 
(Zs — Zn)? + (un — ns)? + 2 (lu + hu + Yn — Ynes) > 
> V au — tu) + (lu An + Un — Yn)e (3.4) 
Rest, sa Nr; = =0) 
ont lieu. Le premier membre des inégalités peut s'écrire ainsi: 
(Zn — Ton) + (Un — Yes + ln)? + ln Un + 2An), 
de toute évidence il est positif. Elevons au carré les inégalités (3.4) 
pour obtenir après transformation : 
LT — Zu) + (ya — Yu) + 2e (ya — yan)E + 
a 4lhy [zx — Th) FT (Yx GE Yk)I> 0 (& 41,454 N). 
Les inégalités en question ont bien lieu, l'égalité simultanée n'étant 
possible que pour x2:=...—17x —=y, —=...—yx —= 0. Il en 


ressort que l'énergie totale (3.3) du système est une fonction définie 
positive au sens de Liapounov de toutes les coordonnées 
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lagrangiennes et vitesses. En vertu de (3.1), sa dérivée s'écrit 
N 
d : .: e e 
rs [T+VY-V(0, ..., 0) = — > CRory + Rx+nÿn) KO. 
k=1 


Conformément à la définition des forces résistantes introduites, la 
nullité de la dernière inégalité ne peut avoir lieu qu’en position 
d'équilibre. Tout mouvement commencé dans G demeure confiné 
dans G; or, il n'y a dans G qu'une seule position d'équilibre. Les 
conditions du théorème 14.1 de N. N. Krassovski [70] se trouvent 
donc réunies. Le théorème est démontré. 


Remarque. On peut écrire les formules définissant le rayon d’une 
sphère ou l’arète d’un cube inscrits dans un domaine fermé G à 4N 
dimensions. 

1.4. Equations aux variations des oscillations verticales du sys- 
tème. Ecrivons les équations (3.1) sous forme développée : 

Mpln = — Cu (En — Tr) EE Ces (lrts— Lx) + Car (An — Tres) X 
51 1/2 
X [tr — Zn) + (ln + nt Yn — Vns) TT — 


— Cutalues (anes — La) res — La) + (nes + nes + Yes — Ya) Hé 
— R;, (x, US Zn, Yi ss Yw), (4.1) 
Myÿn = — Culr + Cneslres— Cu (Un — Yn=s) + 
+ Cusg (Unes — Yn) + Culu (ln + Àn + Un — Yhes) X 
X [ru — Lans) + (ln + Àn + Ye — Yn)°] VE 
— Chtglnts (lnts + Axes + Yes — Un) X 
X [(Znts — Zn)? + (nes + nés + Ynss — Yn)T es 
Ro os Tv: Ya .. y) (et, …..) N). 


Supposons que les projections des forces résistantes sur l’axe des z 
vérifient les conditions 


R1(0,..., 0 y... y» =0 k=1,..., N). 
Le système (4.1) admet une solution (mouvement non perturbé (1.3)) 
Tr =, yr = ÿYio(t) (k:=1, ..., N), (4.2) 
où les y,o(t) vérifient le système d'équations 
. e e 
Yno Te Ryan (0, ..., 0, Yios - - Yo) — PrYn-s. 0 + 


na (Pr a Hu+iPn+1) Yr0 — Hr+1PntiUn+s, 0 — 0 (4.3) 
(k — 1, .. N). 
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Ici 
Pa = (k — 1, rss NS Die 0); 
Mr = (x = Dh . N ; Uv+: == (). 


Voyons si les conditions (1.7) à (1.10) (nr = 2V, m = N) sont 
respectées. Les conditions (1.7) et (1.8) le sont, car 
Môs (etes Nit=l.:.s 2N), 
PET mind 2N+1, Ni 1, ..., 2N). 


Conformément à la condition (1.9) il doit y avoir 


ke ae + ai (, 1=1,..., N)\ (4.4) 


où l'indice zéro veut dire que les valeurs des arguments après déri- 
vation ont été tirées de (4.2). En particulier, les conditions (4.4) 
sont vérifiées si les À, sont indépendantes des y, et les Ryr+x des 
zi(k, 1 =1, ..., N). Nous supposerons que les conditions (4.4) 
soient vérifiées. 

D'après lafcondition (1.10), il faut qu'il y ait 


at _ 
(rar), = 0 (je = 1, se. N). 


Cette condition a lieu elle aussi, car l'indice zéro veut dire en par- 
ticulierj qu'on a posé x, —...—rx — 0 après la dérivation. 
Toutes les conditions étant respectées, nous avons donc les équations 
aux variations (1.11) et (1.12) qui définissent le mouvement perturbé 
(tr = 0 + Ens Ur — Yno (€) + Mrs À — 15: ° , N) 

3 de JR 

d'iËR [ CICR dë; 021 … 

LS (SG) 8]-0 


êzi Or 07h ÔTR 


LAS (+) an + | CLS | n]= 
dt +5 [( ôy o dt LE Oyi OyR ou mA 


(fl; N) 
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ou, sous forme développée. 


———— 


N 
d'Ên rs (+) dé: 
dt?" mp À y, lo dt 


1— 


{1—[14v+ ++ (Bio ()— y#- TOI }& 1 —i) +itssPuts X 


— Pr 
“4 — [+ ve DE Geo (0) —yre (0) |} Eu Ex) = 0, (4.5) 


A 
ORX,R du: | 
TE mk 2 dy: À — Pnilr-1 a (Pr Fi Uy+iPn+4) Mr — 
i 
i 


—Mg+iPnt+nts = Ÿ (4.6) 
Rss NN) 


Remarquons que ces équations sont écrites malgré le fait que la 
question de la stabilité globale de la position d'équilibre inférieure 
sous la condition (1.1) soit tranchée par le théorème démontré dans 
le n° 1.3. En le faisant, nous pensons d’abord au cas où la condition 
(1.1) n’a pas lieu (cas de dissipation partielle par exemple), ensuite 
à l’utilisation des équations (4.5) et (4.6) pour la discussion de la 
stabilité du mouvement non perturbé (4.2) et enfin au cas d'absence 
des résistances. C’est à ce cas conservatif que nous passons justement. 

1.5. Cas conservatif. S'il n'y a pas de forces résistantes, la chaîne 
oscillante libre entièrement élastique représente un système conser- 
vatif. Les écarts y:9 ({) de ses masses par rapport à la position 
d'équilibre inférieure dans le cas des oscillations verticales (mouve- 
ment non perturbé) vérifient le système (4.3) pour Rx: = 0 
(À = 1, ..., N) (ce système définit des petites oscillations des 
systèmes de Sturm [36]). L'équation des pulsations w de ce système 
s'avère être équation séculaire d’une matrice de Jacobi 


W®— (P4 + MoP2) H2Po 0 ... 0 
H2P2 @®—(P2 + UaPs) MsPs -.- 0 0; 
0 0 O0 ... oo? — Py 


Pour R;=0 (j = 1,..., 2) les équations (4.5) faisant partie du 
système d'équations du mouvement perturbé en première approxima- 
tion auront soit des coefficients périodiques (si les pulsations w,, . .. 
..., © Sont commensurables), soit des coefficients presque périodi- 
ques (dans le cas contraire). Dans les deux cas l’étude de la stabilité 
du mouvement non perturbé offre des difficultés considérables. 

Il y a cependant une circonstance qui facilite cette étude : dans le 
cas conservatif toutes les solutions du système (4.6) sont bornées, 
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car la matrice de Jacobi que nous Yenons d'écrire a toutes ses valeurs 
propres positives. On peut d’ailleurs le constater immédiatement 
posant Rn+ = Rxrgs =... R,x =0 pour le système (4.6) 
écrit sous la forme 


dr; 
ne —= 1]ys 


Su == Pins — (Pa © Ent Pnes) Mn + Mn+iPn+in+s 
t 
(k - {, ss N). 


Considérons la forme quadratique définie positive des variables 
Mis es Mae Mio - - +, Nv à coefficients constants 


N 
| eo ; ï QU 
U. T D My ce. Eu [ba Ol— ans) + mél (us = 1, no = 0). 
k- 


En vertu des équations citées sa dérivée est nulle, ce qui prouve que 
les solutions sont bornées. 

1.6. Stabilité des oscillations ver- 
ticales du pendule à ressort. Une 
chaîne oscillante libre entière- 
ment élastique à un seul élément 
(chaînon) se réduit à un pendule 
simple de masse m fixé à un ressort 
de longueur libre L et de raideur cc 
(fig. 3). Le système d'équations (4.3) 
se réduit donc à une équation 
unique : 


my + Cÿo = 0, 


si bien qu’on a en cas de mouve- 
ment non perturbé 


z=0, y—=y(t)—- 
= Ÿ cos wt (o=y/<). 


Les équations aux variations (4.5) et (4.6) s'écriront comme suit : 


E + w° À — — E=0, n +on— 0. (6.1) 
lty+— Y cos ot 


Remarquons que la réalisation de la condition (1.8) n'est pas 
une propriété intrinsèque du système mécanique concret ni celle 
du mouvement non perturbé choisi mais est assurée aussi par le 
choix des coordonnées lagrangiennes. En effet, passons aux coordon- 
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nées polaires; il vient 
| e à e 
T = m (p29° + p°), 
V = Z c(p—[1)?— mgp cos, 


et les équations de Lagrange en l'absence de forces résistantes s’écri- 
ront comme suit: 


p2 + 2ppp = — gpsing, 
P—pp?= ——(p—1l)+g cos q. 


Dans les mêmes notations que précédemment, l'oscillation verticale 
de la masse m assimilée au mouvement non perturbé s'écrira désor- 
mais sous la forme 


p= Go =0, p=pot)=1l+X + Y cos wi. 


Le coefficient b,, (£) s'écrira, en vertu de (1.5), comme suit: 


bi (t) = 2mPPo 0. 


‘On voit que la condition (1.8) n'est plus respectée. Toujours en coor- 
données polaires, les équations aux variations du mouvement perturbé 
4 = 0 — D, p = pot) + P) prendront la forme 


d°® inT dD ? 
dt? 1+y+upcosTt dt 1+y+ucusT 
d?P À Y 
RE Le — pe eee EN _— 
PTE L- P=—0 ( T° 4 re T ut). 
Nous voyons que dans le système conservatif aussi, les équations 
aux variations peuvent avoir un terme renfermant une dérivée 
première. 
Revenons aux coordonnées cartésiennes et, introduisant le temps 
sans dimension T — w{, mettons les équations différentielles du 
mouvement perturbé sous la forme 


d?£ Y+COST + , po d°n . 
PRRRCIES EE —— sh —— ) ————— —+— == ). 
dx? { v m COS T E ù [ ] O, dt: . n à [2] Û 


Ici comme précédemment y et u sont deux paramètres sans dimension 
qui désignent le rapport de l’allongement statique et de l'amplitude 
des oscillations verticales respectivement à la longueur libre du 
ressort, 


À 
V= Ts =; 


tandis que [2] symbolise les termes du second ordre de petitesse. 
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La stabilité et l'instabilité de la solution triviale des équations 
aux variations (6.1) sont définies par celles de la première des équa- 
tions (6.1). Or, dans le cas conservatif examiné, la stabilité de la 
solution triviale de (6.1) ne définit pas en général la stabilité du 


mouvement non perturbé par rapport aux variables x, y, x, y, car 
on a alors un des cas critiques. Par contre, si la solution triviale 
de (6.1) est instable, on peut dire avec certitude (sauf peut-être en 
cas limite) que le mouvement non perturbé est instable ([145 al, 


n° 70) par rapport aux variables T, Vs Z, y. 
Cela tient à ce que la première des équations aux variations 
a pour coefficient une fonction périodique et que le plus petit nombre 
caractéristique, au sens de Liapounov, est négatif quand sa solution 
triviale est instable. 
Passant à l'étude de l'instabilité de la solution triviale de l’équa- 
tion 
d?£ v + u cos T _ 7 
PTS 1+%+u cost 5 = 0, (6.2) 
nous commencerons cependant par le critère de Joukovski [251] qui 
garantit la stabilité sous les conditions 


Le p(DeL (+ (0 1,2.) 


Etant donnée l'inégalité u << 1 + y, qui exprime la restriction 

naturelle, que l'amplitude des oscillations longitudinales soit plus 

petite que la longueur du ressort statiquement tendu, on a 
Der v+u 

——— , su T) = ——— 

Le critère de Joukovski impose soit les inégalités 


inf p (T) — 


1 
LV, KT —7Y (pour k—0), 
soit l'inégalité 
HET + (pour k — 1). 


Pour k > 1 le critère fait défaut. Le domaine résultant de stabilité 
de la solution triviale de (6.2) défini en vertu du critère de Joukovski 
est hachuré sur la figure 4. Cette construction sera utile pour faire la 
comparaison avec le domaine d'’instabilité. 

Pour déterminer le domaine d'instabilité par la méthode du 
petit paramètre, prenons u comme petit paramètre et mettons 
l’équation (6.2) sous la forme 


+ Lo GP) + bp, (rm v) +u8p (6, D +...18=0; 


&—01570 
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on a alors 


PV =, 


P,(T, Y)=2p}" (v)cos t 
D (9) = 1 
(er =) 


Dans le cas scalaire les domaines d'instabilité dans le plan des 
paramètres puy peuvent être contigus sur l’axe de u — 0 aux points 

Ym qui sont solutions de l’équa- 
? tion ([146], V, 2.5) 


RKKKÇ _— 
NN N . 2V PolYm) = OÙ Yn= 
NT Pi =," (m=1,2,...). (6.3) 
re 


NÙ 4— m3 
05 LT 

1 D" 

3 


Pour Yÿ>=>0 on a un domaine 
d'instabilité large (c'est-à-dire 


| avant un angle non nul entre les 
ST: tangentes) contigu au seul point 
SL. H +, = 3: c'est le seul point de 

0 05 ] cette espèce sur le demi-axe de 
Fig. 4 y > 0. La pente de la tangente 


dans notre exemple se définit 
par la formule tirée de [146], (V, 2.24): 
EE el y œil / 
c-r[(incré 6 
Nous pouvons en déduire, en première approximation, le domaine 
d’instabilité des oscillations verticales du pendule à ressort 


Les rayons limitant ce domaine sont montrés en trait interrompu 
sur la figure 4. 
En accord avec la théorie générale ([146], n° V,2.3), puisqu'on a 


dPo 

dY lv=yY: Lol 
les équations des frontières sont des fonctions analytiques du para- 
mètre a, aussi lestermes supprimés sont-ils d'ordre non inférieur à u*. 
Pour calculer les coefficients suivants des développements, nous 
profiterons du fait qu’il existe une solution antipériodique (car m est 
impair) aux frontières de ce domaine d'instabilité. Voici le résultat 
final: en deuxième approximation le domaine d'instabilité est 


? 
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défini par les inégalités 


sh tr 53 H° À, RS -... (6.5) 


Les courbes frontières de ce domaine sont montrées en trait mixte 
sur la figure 4. 

L'expérience montre [240] qu'en présence des forces résistantes 
les oscillations verticales du pendule à ressort sont perturbées pour 
1 = : l (c'est-à-dire pour y Æ :)- Les domaines d'a instabilité 
conservative » engendreront, dans le cas dissipatif, des domaines 
d'instabilité des oscillations verticales. Malgré l'amortissement 
asymptotique des oscillations, qui est lent quand la dissipation n'est 
pas grande, l’autorésonance dans la chaîne risque d'affecter sensible- 


ment les oscillations et présente donc, à ce titre, une caractéristique 
essentielle du fonctionnement du système. 


$ 2. Chaînes oscillantes libres partiellement 
élastiques 


En théorie des chaînes oscillantes une grande attention est 
accordée à la stabilité des oscillations verticales des chaînes. La 
stabilité est étudiée à l’aide de la théorie mathématique de la réso- 
nance paramétrique. Soulignons que nous avons souvent affaire, 
dans les problèmes examinés, aux systèmes canoniques (hamilto- 
niens) d'équations différentielles linéaires à coefficients périodiques de 
forme spéciale, en particulier dans les cas où le paramètre y corres- 
pondant à l'inverse de la pulsation de l'excitation paramétrique 
intervient de façon non linéaire. Pour les systèmes de ce type les 
frontières des domaines d'’instabilité sont définies par les formules 
proposées par V. A. Iakoubovitch et B. G. Pittel (1303]; [146], 
n° V,2.3). 

2.1. Position du problème. Considérons un système mécanique 
de V points matériels de masses m, déterminés par des coordonnées 
cartésiennes x}, y, 2x (k = 1, ..., N) dans un repère inertiel. 
Supposons que, parmi les 3N — n liaisons holonomes qui ne dépen- 
dent pas explicitement du temps, il y ait NW liaisons z, = 0, 

., 2x = O0 (mouvement plan) et 2N — n liaisons 


Le (Z1: Us . + es LN: yn) = 0Ù (a = 1, 2. CCE 2N — n). 
Désignons par g:, . - ., 4n les coordonnées lagrangiennes du système 
et représentons la force généralisée correspondant à une coordonnée 
gv par 

Qu (Gus + - «5 Qn) — Roy (Gus - es An) (V=1,...,n), (1.1) 


où @,, R, sont des fonctions continues et différentiables de leurs 
arguments dans le domaine de leur définition. 


&* 
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L'énergie cinétique du système est 
UD 
T7 >, TEL ELEE 
io J=1 
où 
Gji = Gij(qus +. A) 
(6) Ôx a d x 
vs: (SE ITR k + £L 42 (i, j=1,...,n) 


0q) og 09] 
h-— 1 


Les équations du mouvement s'écriront sous forme de Lagrange 
comme suit : 


nt N 
d:: Le N m} (Se ee Der ra 
2 vidi 7 Re | 0q: dqj dv 2 0qi0qy 09; | 2 dy0qj qu PTE 
= J— t— 


dy On À Jyr Our , 1 diyr  Oyn E R 
09:00; RC: “dus _— 1.2 
0q;0qj 04 2 0q10q+ dg; 2 0qv 99; "0qi Qi9s = Q, ( ) 


(Ts: ss Sn): 


Afin d'étudier la stabilité du mouvement non perturbé 


Qv = vo (th; Ix = vo (t) (v=1,...,n) (1.3) 
par rapport aux variables 
Gi» . + 1 rs Ts 2,.e1:e;4 r (r< n), 


désignons les coordonnées et les vitesses dans le mouvement pertur- 
bé par 


Qv —= vo (1) + Huy FA = Avo (£) Le (v = 1, .. °J n). 


En première approximation les équations du mouvement perturbé 
(équations aux variations) s’écriront 


D Lave + bus (6) PE + cu (4) %: (1.4) 
: dt 
(vel .n) 
Ici 
dr Ô LAN 
by: o=2> ma À Crn FE +. …) Go) +( : ).» 
= = 


N 


Or  ÔZk O3zr  ÔTR 
de o=2 Le > (car 9qj + 0q: 99; dGv u ….) Go (9 + 


8 2] CHAINES OSCILLANTES LIBRES PARTIELLEMENT ÊLASTIQUES 53 
oo 


, [ 1 Prh 0xh ne rh O°TrR £ 

5 A L2 om og 097 dm 7 2 290; oi 0m 
d°rh d°rh Th OTk 

_. nds uns —— 


0qv 0q; 04; dq1 041 0qj 041 04v 


| CET ÔTk O°rk O2rh 


1 COR UE le an (le 
2 0qv04q10qr 0qj 2 dv} DTELTIRI Je (8) gro (#)} 
00 
( L 


L'indice zéro affectant les a, et les dérivées partielles signifie qu'on 


a substitué q10 (t}, : + +: Qno (t) 3 Go (t), - + «+ Qno (+) dans leurs valeurs. 
Dans les expressions de b,; (f), cs: (t) les points de suspension sont 
mis à la place des termes qu'on obtient en substituant y à x. 

Rappelons la définition introduite dans le n° 1.1: on dit que 
le système mécanique est une chaine oscillante par rapport au mouve- 
ment non perturbé (1.3) si l'on peut choisir les coordonnées lagrangiennes 
de telle façon qu'avec les coefficients (as), by: (t) et cv; (t) les conditions 
(4,1.7) à (1,1.10) soient vérifiées pour un entier naturel m <n et 
tt. 

Les conditions (1,1.7) à (1,1.10) reviennent à dire que les équa- 
tions aux variations (1.4) se trouvent divisées en deux groupes (1,1.11) 
et (1,1.12) de m et de n — m équations. 

Les équations (1,1.11) et (1,1.12) sont résolubles par rapport aux 
dérivées d'ordre supérieur, parce que l'énergie cinétique T est 
positive. 

2.2. Energies cinétique et potentielle. Considérons une chaîne 
oscillante libre entièrement élastique de Ÿ masses m,, ..., mx 
couplées en série par À ressorts sans poids caractérisés par des rai- 
deursc;,.... cet des longueurs libres L,,..., 1, (voir fig. 2). L'ori- 
gine du premier ressort est fixée au point O, tandis que celle de chaque 
ressort suivant est attachée à une articulation sans poids dont l’axe 
est disposé de telle façon que le mouvement du système soit plan. 
Proposons-nous de remplacer un groupe de À ressorts par des barres 
inextensibles sans poids, par exemple entre les masses m,, m;+,.... 
..., My+n. En plus des N liaisons triviales z, — 0, ..., 2x = 0 
le système se trouve donc assujetti à À liaisons telles que 


(MST 25 nn) 


(Zsen + Zyén-s) + (Yi — Yen) = Bin = 1 ..., 2). 


où x,, yx sont les coordonnées cartésiennes d'une masse m, (v = 
= 1...., N;, zx, = yo — 0). Or, les abscisses (les ordonnées) 
des masses Mmy+1, - - +, Mn ne Sont plus des coordonnées lagrangien- 
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nes (déterminantes). Prenons comme 2N — À coordonnées 
Lis cocon Lys Tfégs ces Tf+hs Tfthege ces TN 
Yi=y—L, ...,ys=yi—-(Li+...+2L,, 
Yi+n+s — Yisnsi— (La see + Lines) cs ya = 


= YyN — (L, +- PR +- L\). 
Ici L4 est la longueur d'un k-ième ressort à l’état tendu (4 = 1,.. 
ff + h—1,..., N), ou bien la longueur de la barre rigide 
&=f—-1,...,f — h), si bien que L, = L, + À,, où À, est l’allon- 
gement statique du k-ième ressort: 


hu = (Ma + Mat +... + my) gler 

(k = 1, . f,f+h+i, 9 N ; hj+i =... = Àfth = ()). 
Ainsi donc, les coordonnées y,, . .., Yf, Yf+h+is + + «+ Un SONt 
égales aux écarts verticaux des masses correspondantes par rapport 
à la position d'équilibre inférieure. Les coordonnées m,4,, . .., 
.., r+n Sont les angles polaires comptés dans le sens horaire entre 


l'axe Oy et les directions des barres l;+,, . .., l;+,. 
L’énergie cinétique 7 du système s’écrit !) 


N h 
1 LA 5 4 e e 
T--+ > my (rË+yi)+ + à Mj4n {(x5+ ut) + 
Kemi n= 1 


n 
+ 2 LitoPita Lta Pire + 2 (T5 COS Pise — y Sin Py40)] + 
az! 
+ 2 > litali+pT +0 P;+8 cos (Pre — qy+8) } - (2.1) 


a, Pæ=1 
n<B 


L'énergie potentielle V des forces linéaires d'’élasticité des 
ressorts et des poids s'écrit 


f N 
V = —g > (Mis + eos + Man + M) Vo —£ > Mmeyg — 
a=1 Pæf+h+1 
h i av, 
—£ > M j+nl+n COS Gj4n + 2 > Cu L(Ta — Zn) + 


k=1 


n=1 
(lu + hi as Ur — Yn-1)°] RE 


on > Cnlx 14 (ze Eu Ty-1)? F (l, wi S À + Yr — Yn-s)2. (2.2) 
k=1 


1) Dans la formule (2.1) de notre article [322c] s'est glissée une erreur que 
nous venons de corriger. 
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Notons que toutes les racines sont prises en valeur arithmétique 
et qu'on pose zy+n = ly+n Sin Pytn, Yytn = lytn (COS Pyrn — 1). 
La prime affectant le signe À veut dire que les termes de la somme 
répondant à # = f + 1,...,f + hk doivent être sautés. Par analogie 
au n° 1.2. on montre aisément qu'une chaîne oscillante libre partiel- 
lement élastique admet 2* positions d'équilibre. Le théorème énoncé 
dans le n° 1.3 reste en vigueur lui aussi: la position d'équilibre 
inférieure (correspondant aux valeurs nulles des coordonnées lagran- 
giennes) à une stabilité asymptotique globale en présence des forces 
résistantes dont le travail est négatif dans tout déplacement virtuel. 

Mettons à présent les coordonnées lagrangiennes dans leur suc- 
cesion d'origine et désignons-les par qi. ..., Gan-n La quantité 
Q, dans les expressions (1.1) s'é- 
crira sous la forme 


ov 
QE AE PP 


pour les forces résistantes en ques- 
tion, supposons que 


Ry = Rylqi -.. n) 
(= 1, 55 NN). 


Rv+s = Raray (quan - 
turn =t..s N—h), 
R,(0,..., 0) =0 (v—1. 
.. 2N — h). 


Les équations (1.2) admettent Fig. 5 
une solution (oscillations  verti- 
cales de la chaîne oscillante libre partiellement élastique) 


In — ho (4) = 0 (Æ ou 1, ...…: N), 
IN+) = IN+ju (4) (j — 1, .... N — h). 


OÙ Gwv+J, o (é) se définit par les dernières équations (1.2). Prenons 
cette solution comme mouvement non perturbé (1.3). Il est facile de 
montrer que les conditions (1,1.7) à (1,1.10) ont lieu et que, par 
conséquent, les équations aux variations se divisent en deux groupes 
(11.11) et (1,1.12) de N et de N — h équations. L’instabilité du 
mouvement non perturbé sera définie par celle de la solutiontriviale 
du premier groupe (1.1.11), car les nombres caractéristiques du 
second groupe (1.1.12) sont non négatifs (n° 1.6). 
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2.3. Exemple. Soit une chaîne oscillante à deux éléments dont 
l'un est absolument rigide et l'autre élastique de raideur c. Les 
notations que nous utiliserons sont indiquées clairement sur la 
figure 5. L’ allongement statique du ressort À, — m.g/c. Les for- 
mules (2.1) et (2.2) s’écriront sous la forme 


T=+m (+) +5 mit, 
1 ; . 
= —mM,gl; COS p, — M:8y2 + C[(ze —/, sin P1)* + 


+ (lo + Ào + Yo + dl — 1, cos p,)?]— cl [xs — 1, sin p,)? + 
1 
+ (le ++ yo + li Licos pi}. 
En adoptant l'hypothèse naturelle que !, + A, + > 0, les 
équations de Lagrange (1.2) admettent une solution (les oscillations 
verticales de la masse m, étant prises comme mouvement non 
perturbé) 


pi= 0, x =0, y = Ÿ cosQ1i (a. =). 


Mo 


Le groupe d'équations (1,1.11) aux variations (p, = 0 + ®, 
To = 0 + »%x,) se laisse écrire en grandeurs sans dimension: 


3 
Pr + [ (+ a) By + aBu cos + 


LAS Eee: » à be Val-rrr)t-0 61 
“e 


ef) + (1) 820 
(r--Q4, E — a, pes ne fs y n= +). 


l ULE 7 l ? le 7 


Bornons-nous à considérer le cas où m, = m,,l, = l, (a = B = 
— 1) et mettons le système (3.1) sous forme matricielle : 


LS + IP (9) + UP; (rs v)+ ul, (rt, M +...]r=0, 


1+2(1+%  —1 
1 4 |? 


y= (2); (D = il 


1+(1+%) — 1 
(1) ( 1 

IE ARE id _ —1 | 
La matrice 


dy (IH 
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étant définie positive, on est en droit d'appliquer les résultats de 
V. À. lakoubovitch et de B. G. Pittel (13031; [146]. n° V,2.3). Calcu- 
lons &, (y) et w, (y), c'est-à-dire les pulsations propres du système 
non perturbé : 


o,= | vit ml 


eV [+ FE +1/ + |: (3.2) 


Les domaines d'’instabilité larges (c'est-à-dire présentant un 
angle entre tangentes non nul) ne peuvent être contigus qu'aux 
points du demi-axe de pp = 0 (y > 0) pour lesquels 


& (ve) + On (vo) = 1 G. h = 1, 2). (3.3) 


Puisque dans notre exemple 2w, (y), 20, (y) et ©, (y) + «> (Y) 
sont des fonctions croissantes de y, il ne peut y avoir de larges 
domaines d'’instabilité que pour une seule valeur de ÿ dans chacun 
des trois cas suivants : 

19 26, (y) = 1; 

2° 2w, (y) = 1 (résonance fondamentale); 

3° ©, (y) + ©: (y) = 1 (résonance combinée). 

Comme (P,),,, = 0, nous calculerons 4° (coefficients angulaires 
des tangentes aux frontières des domaines d'instabilité) à l’aide de 
la formule citée dans [146] (V, 2.24): 


2(P;l'a;.an) 


mA 


oc dr (3.4y 

an OT &W}) a 

Jci y, est racine de l’équation correspondante 
&j(v) +owor (y =t GG h=—172 


tandis que a,, a, sont les vecteurs propres correspondants de li 
matrice P,, si bien que 


P, (Yo) ay: (Vo) a, Po (Yo) an :- @f (Yo) ans 
et cela de sorte que 
[o; (Yo) Sn Oh (Yo)] (a;, a,) — Ojn (j, h — 1, =): 


Nous donnuns les résultats des calculs : les domaines des résonan- 
ces Z et 2 (fondamentale) indiqués sur la figure 6 se laissent définir, 
à O(u*) près, par les inégalités 


0,076 — 0,364u + ... << y << 0,076 + 0,364u + ..., 
0,049 — 0,385u + ... << y < 0,549 + 0,385u + ..., 
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tandis que le domaine de la résonance 3 (combinée) se définit par 
les inégalités 
0,157 — 0,088u + ... <<y << 0,157 + 0,088u + ... 
2.4. Pendule rigide fixé à un ressort libre. Soit un pendule sim- 
ple, constitué par une masse m, et une barre rigide de longueur L., 


fixé à une articulation de masse m, reliée à un ressort de longueur 
libre L, et de raideur c (fig. 7). L'autre extrémité du ressort est 


U 


7 
06 
2 
04 
0.2 
3 
1 


Fig. 6 Fig. 7 


attachée à un point fixe O. L'allongement statique du ressort est 
À = (m, + m.) g/le. En vertu des formules (2.1) et (2.2) on a 

| 4 re ue e e e : 
T=s(m,+m) (2+ y?) + + mlp® -+ ml,q (x cos q —y sin q), 


V = —(m,+ m,) gy — mgl, cos q + 
1 . 2 0 D 0) 02. 
+gcle+ (Aya (AA y). 
Les équations (1.2) s'écriront sous la forme 


{m, + ma) x + molsg COS @ — ml.q? sin @ — 
= —cx + clr{r + (LL + A + y}, (4.1) 
(nm, + Ma) y — mel.Q sin g — molaQ® COS @ — 
= —C(h +y) Le +2 + y) lat + +2 + y, 


Lq + x cos FT — y sin @ = —£g sin @. 
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Introduisons des coordonnées sans dimensions £ = r/l,, n — 
= y/l, et le temps sans dimension t = V/c/(m, = m.)t; le système 
d'équations du mouvement prendra alors la forme 


E" + af” cos ç = aBq'* sin q — ë + E [E° L 


LL y + ITA, 
n° — afq” sin p = 


= afp* cos q — (1 —n) + (1 + y +) Et + + y + nf 


E"cosq — n'sinç + fq” = —y sin , 
où nous avons introduit trois pe 
ma ?. 
Œ = — — NTE d — — 
mi NET M L li 


et où la prime signifie la dérivée par en à T. Explicitons les 
dérivées d'ordre le plus élevé dans le dernier système : 


5 1— a sin? 
£ … P 


ee 73 R6 +afiq'?sin q+ 


+Y%+n) sin cosy, 

Ee 2 0 ‘ 
ÉD del (4.2) 
E RE — RE sin qcos q, 


” L it 
P= pra À COS q FU À sin œ, 


où 
R=1—[{E5- (+7 + nl 
Les équations du mouvement (4.2) admettent une solution 
E=p=0, n=ucost (un > 0). (4.3) 


Elle correspond précisément aux oscillations verticales des masses 
m., et m, que nous avons adoptées comme mouvement non perturbé. 
Le premier groupe d'équations aux variations (1,1.11) (ë — O — u, 
p—=0+4+Ÿ, n = ucos t - w) se laisse mettre sous la forme 


y"+Q(T, vu; «, B)y =0, (4.4) 
1 1 
Ÿ Y+ucosT B  B(i+y+pcost) 
y=(®). . 1—a@ 1 À 


1+y+pucosT 
tandis que le second groupe (1,1.12) se réduit à une équation unique 
w” + uw = (. 
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Ainsi donc, l'instabilité du mouvement non perturbé (4.2) se définit 
par celle de la solution triviale de (4.4) qui, en supposant u << 1 + 
+ y, se laisse écrire comme suit: 


Y” + TQo (y; &, B) + pQ (Tr, y; «, B) + O (u*)] y = 0, (4.5) 


LR 
Ÿ B B(1+7) 


= : 1 ? 
+ 
RL 
l b B(1+ 7) 
Q,=2 1 COST,  — [—a _ œ { 


Les valeurs propres wf et w£ de la matrice Q, sont positives et éga- 
les à 
2e + [1,1 TT UT 
SP rie Es IE A EE ER 


Or, le système (4.5) ne peut pas être résolu immédiatement par 
la formule citée en [146], n° V, 2.3. En effet, la matrice Q dans (4.4) 
n'est pas symétrique, ce qui fait que les matrices Q, et Q\'’ dans (4.5) 
ne le sont pas, elles non plus. Les systèmes (4.4) et (4.5) ont été 
« brouillés » par la substitution linéaire. On commencera donc par 
« débrouiller » le système (4.5) en faisant la transformation linéaire 

y = [S, (5 &, 8) + us, (y; &, B) + O (u°)l v 
(det S, Æ 0, det S, 0). 

Dans le système transformé 
V” + IP, (y; &, B) + u-2P,° (y; &, B) cos t + O (u°)l v = 0 (4.6) 
les matrices P, et PU) seront symétriques et réelles, par exemple 
loi 0 


O «°° 


2 


P, ee S"Q0S0 DE 


si bien que le système transformé peut être traité à l'aide de la 
formule signalée: on obtiendra ainsi les frontières des domaines 
d'instabilité dynamique en première approximation suivant y. 
Dans le cas particulier étudié dans le n° 4.3 (m, = m,, l, = L, 
donc &« — 1/2, B — 1) nous retrouvons les mêmes expressions (3.2) 
de w, (y) et de w, (y), c'est-à-dire les mèmes trois valeurs critiques 
du paramètre y dont les points représentatifs donnent lieu à deux 
domaines de résonance fondamentale et à un domaine de résonance 
combinée. Nous n'allons pas nous attarder à calculer les coefficients 
angulaires %* des langentes aux domaines indiqués. 
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2.5. Pendule rigide fixé à un ressort gêné. Conservant les notations 
du n° 2.4, supposons que le mouvement de la masse m, soit gêné par 
des guidages verticaux (fig. 8). La chaîne oscillante ainsi définie 
cesse d’être libre (un degré de liberté suivant x étant perdu) tout 
en restant partiellement élastique. Les énergies cinétique et poten- 
tielle s'écriront alors 

T = + (ms + me) y° + + maliq® —mMel:yp Sin Ç, 
(5.1) 


V = T Cy? + mgl, (1— cos p), 
tandis que les équations de Lagrange seront 
(m1 + Ma) y Te mals® sin @ — 
_— mal:G COS G — —Cy, 
—y sin P + g = —$g sin q. 


Explicitant les dérivées d'ordre le plus élevé 
dans ces dernières équations, nous obtenons 


n+n=({—asin* p)"* (ap cos g — «y sin? og — an sin? y) 
gp" + yp = (1 — a sin® g) !(—nsin g + ag’? sin p cos p — (5.2) 
— ay sin q) + y(p — sin y) 


avec les variables et les paramètres sans dimensions 


1 C 
Nour D qe (o= V = =) . 


Œ& -- = <<, v= +. 


(5.3) 


Etudions la stabilité du mouvement non perturbé auquel nous 
assimilons les oscillations verticales 


=0, n=pcosTt (u > 0). (5.4) 


Supposant qu'on a dans le mouvement perturbé @ = Ü +4, n = 
= cos T + v, le premier groupe d'équations aux variations 
(1,1.11) se réduit à une équation unique: 


Ÿ" + (y + u cos t) ÿ = 0, (5.5) 
de même que le second groupe (1, 1.12): 
v" tu = 0. 
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L'instabilité du mouvement non perturbé (5.4) se définit par celle 
de la solution triviale de l’équation (5.5). Cette dernière représente 
l'équation de Mathieu qui fait l'objet d’une littérature abondante; 
nous nous contenterons en l'occurrence d’appliquer les formules (3.3) 
et (3.4) quand les matrices P, et Pi! sont des scalaires y et 1/2 respec- 
tivement. L'’équation (3.3) définit les valeurs critiques du paramètre 


…. 20 (Y)=2V =, Pa= gré (n = 1, FL 55): 


et la formule (3.4) détermine les coefficients angulaires des tangentes 
au domaine d'instabilité large dans le plan des uy: 


" PP 
re =+F3. (6.6) 
dy Y—V: 


On n’a qu'un seul domaine d’instabilité large (c’est-à-dire présen- 
tant un angle non nul entre les tangentes) dans le plan des y, qui 
est contigu au seul point y — 1/4 et qui se laisse définir en première 
approximation par les inégalités 


1 1 
Th + <Y<TTsh TE... (5.7) 


CHAPITRE III 


APPLICATION DES MÉTHODES DU PETIT PARAMÈTRE 
AUX OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES DE LIAPOUNOV 


Nous examinerons dans ce chapitre quelques problèmes de 
mécanique et de physique. La détermination mathématique du 
mouvement périodique auquel correspond un cycle limite (dans Îles 
espaces de phases de dimension 2k >> 2) et la définition du processus 
transitoire sont fournies par les méthodes du petit paramètre. Les 
calculs fondés sur la méthode de Poincaré [107a] ont été décrits 
dans le $ 1, 2. Quant à la méthode de la moyenne, le lecteur ne 
trouvera ici que quelques applications élémentaires au sens de Van 
der Pol [30]. Dans les problèmes plus compliqués (dont quelques-uns 
sont signalés dans le $ 4) nous aurons besoin d’algorithmes de cal- 
cul, convenablement modifiés dans certains cas, proposés dans Îles 
traités fondamentaux de N. N. Bogolioubov [17, 72], de Iou. A. Mit- 
ropolski [85d] et de A. M. Samoïlenko [19]. 

Il est possible d'adopter une approche générale du problème dit 
des échanges ou de transfert de l’énergie ($$ 1 à 3). Dans un premier 
temps nous chercherons le régime périodique de départ (le plus 
souvent trivial) et déterminerons ses domaines d'instabilité dans 
l'espace des paramètres du système, utilisant à cet effet la théorie 
mathématique de la résonance paramétrique. Nous l’avons d’ailleurs 
fait dans les n°* 11,1.6, 11,2.3, 11,2.4, 11,2.5. Dans un deuxième 
temps nous chercherons les régimes périodiques qui se manifestent 
lorsque les paramètres prennent des valeurs critiques et qui se 
distinguent bien sûr du régime de départ. Pour cela nous utiliserons 
les transformations introduites dans le n° 1,1.2 et appliquerons la 
méthode de Poincaré [107a]) au système transformé afin d'obtenir 
les solutions périodiques. Remarquons maintenant que le système 
transformé peut aussi être traité par d’autres méthodes du petit 
paramètre, telles que la méthode de la moyenne, ce qui nous permet- 
tra d'étudier, dans un troisième temps, le processus transitoire 
souvent appelé échanges de l'énergie. Les trois étapes successives 
de résolution seront illustrées sur des systèmes mécaniques ($$ 1 et 3) 
ct sur un système physique ($ 2) à deux degrés de liberté. 
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$ 1. Décrochage des oscillations verticales 
du pendule à ressort 


Les paramètres ayant pris certaines valeurs, une perturbation 
transversale aussi faible que l'on veut fait « décrocher » les oscilla- 
tions verticales de la masse fixée à un ressort (voir par exemple 
1240, 367al). C'est la définition mathématique de ce processus qui 
fera l'objet du $ 1. 

1.1. Première étape. Soit une masse mobile m fixée à un ressort 
sans poids de longueur libre !, conforme à la loi de Hooke, de raideur c 
{fig. 3). Soient r et y” — L + À + y les coordonnées cartésiennes de 
masse m comptées à partir du point fixe O, où À — mgl/c est l'allonge- 
ment statique du ressort. La constante de l'énergie potentielle Y du 
poids et de la force élastique du ressort sera choisie de façon à s’an- 
nuler en position d'équilibre statique x = y = 0. Il vient 


1 e 22 
T=-smi(rxt+ y), 
V=—mey+sclVr+(+A+y—ilf —- cat. 


Désignons par © = V/ c/m la pulsation des oscillations verticales 
de la masse fixée au ressort et introduisons le temps sans dimension 
+ — ot et les coordonnées sans dimensions È = x/l, n = y/l. Les 
équations du mouvement prendront la forme 


dy 1+%--n | À 
Th TT 1 (y =—), 
a UV VEtUTrEn ( r) 1.2 
d°E : 1 1 . 
TE Li sf — 5/5 
un + (+7 +0) \ 


où les développements des seconds membres dans le voisinage de 
£ = n — 0 commencent par des termes du deuxième degré. Le 
système (1.2) ne contient pas de petit paramètre; d'autre part, 
comme la condition b) du théorème de Liapounov (n° 1,1.1) n’est 
pas respectée, ce système ne peut ètre traité par la méthode de 
Liapounov. Puisque le système est conservatif et que les liaisons ne 
dépendent pas explicitement du temps, on a l'intégrale des forces 
vives 

VIT + V)e=p=Cte. (1.3) 


Compte tenu de cette circonstance et faisant la substitution de 
Liapounov (1,1.2.3) 

. dn - 4 ; 1.4 

n=psind, = peos Ÿ, Ê—pz;, + — pr, (1.4) 


nous réussissons à abaisser de deux unités l'ordre du système (1.2). 
Dans le n° ],1.2 nous avons vu les formules générales de transforma- 
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tion d'un système d'équations du second ordre. S'agissant de (1.2), 
on obtient en vertu des formules (1,1.2.6) 


. ; e Ô 2 
W = + R= ge à + 0 (p), 


8 — _sinÿ_ Ÿ 


& 
2(4+%) 4+0(4) Z=3 


2H z, + O (p), (14.5) 


Ÿ s Ÿ 
Z2= È— 21 + À 22 + O (p). 


Les équations (1,1.2.9) s'écriront (avec Ê = z,, £” = dt/d) 


trés -n(t+ne( (14 


<t+ie) sin D + 


+(1+ ere) 2 RTE sin o— 
—Ztcos8)t]e+0(m. (16) 


La solution triviale & = 0 de (1.6) correspond aux oscillations 
verticales 


y = Ÿ cos wo (ft — t,) (1.7) 


de la masse m fixée au ressort, de période Ter = 27/0. 
Dans les positions extrèmes l'énergie potentielle V de la masse, 


définie par la deuxième formule (1.1), devient égale à 5cY?. L'in- 


tégrale des forces vives (1.3) nous fournit l'expression de l'amplitude 
des oscillations verticales : 


Y = lu. (1.8) 


La stabilité de (1.7) a été étudiée dans le n° 11,1.6 par les métho- 
des de la théorie mathématique de la résonance paramétrique. 
Son seul domaine d'instabilité dans le plan des uY est défini par 
l'inégalité (11,1.6.5). 

1.2. Deuxième étape. Proposons-nous de chercher les solutions 
périodiques de l'équation (1.6) (et aussi de (4.2), compte tenu de la 
substitution (1.4)) autres que la solution triviale. 

Nous utiliserons la méthode du petit paramètre pour les systèmes 
non autonomes à un degré de liberté sous la forme proposée par 
Poincaré [107a], tome I, chap. III. La solution sera cherchée sous 
la forme d'une série (n° ],2.1) 


6 (9) = Lo (9) + né (8) + n°0 (8) + . 


5—01570 
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Portant cette série dans (1.6), nous obtenons deux équations pour 
Co et Gi: 
Le d'éo 
dit œ era 9 . 
TEE Ts Gi — Mer 
24/2 f1 1—3% _3 ; 

+ (+ +) (5 y Co sin à 7 Ge cos 6) Lo | to (2.2) 

L'équation (2.1) admet une famille de solutions T (y)-périodiques 


Co = Macos = 0 + Nosin V 550 


su. 27 ps (2.3) 


La solution (2.3) peut être considérée aussi comme une solution 
qT (y)-périodique, avec q entier naturel quelconque. L’équation (1.6) 
est une fonction explicite de la variable indépendante Ÿ et peut 
être considérée elle aussi comme une fonction p-21-périodique avec p 
entier naturel quelconque. La solution (2.3) sera donc solution 
génératrice pour la solution 2pr-périodique de (1.6) si et seulement si 


1 
gT(V=2pr ou q=——, (2.4) 
et 
où p/q est une fraction impropre irréductible quelconque. 

Ainsi donc, dc INaon (1. 9) n'admet de solutions périodiques 
de période minimale 2pr (p = 2, 3, ...) que pour les valeurs de 
l'allongement relatif y — À/l définies par la formule (2.4). Cette 
formule est susceptible soit d'exprimer exactement tout nombre 
rationnel positif, soit de l’approcher d'aussi près que l’on veut. 

Compte tenu de (2.3) et de (2.4), l'équation (2.2) s'écrira 


d?i 2 2 — g2)2 . 
+ Su 2 (Mo cos + 8+Nosin Lo) x 
1/2 
x {[1 + LS Mi+N2 |" sin 0+[1+ LO+N) | de. 
— 4q? a+ N3, MS _ 2 e 
x (AE + —— E ê co ue ” 
X sin p—5 — L (MoN cos À Ÿ — MoN in A) cos o |}. (2.5) 


Elle sert à déterminer le premier terme correctif suivant u de la 
solution 2pr-périodique de (2.2) (p = 2, 3, 
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La partie non homogène de l'équation (2.5) contient des fonctions 
trigonométriques de Ô aux pulsations 

p+q  p+3q 
Gt, A. 


Cherchons les cas où une de ces pulsations coïncide avec celle 
de la solution génératrice : 


9 


P—q | p— 3q | 
(a) ——, D 


— 1 
(a) ie =; p = 2, q=Î, V=3 : 
— 1 
DEEE, p=4, g=1, v=p: 
Ar _2, p=i, g:=1, Y=— 


Dans le cas (c) la coïncidence est impossible. Dans les cas (a) 
et (b), p prenant les valeurs indiquées, les solutions 2pr-périodiques 
de (2.5) n'existent pas pour toute valeur de M, et de N, mais seule- 
ment pour les valeurs qui entraînent l'annulation des termes en 
sin (gÔ/p) et en cos (qê/p) de l'équation (2.5). Les équations des 


« amplitudes génératrices » pour y — à (p = 2, qg = 1) s’écrivent 
N,(4 — 2M5 + NS) =0, M6(4 + MS — 2N5) = 0 


et donnent des solutions non nulles: W, = +2, N, = + 
obtient alors à partir de (2.3) 


[AE 


. On 


to= + 2V2cos (+ 0+ x), (2.6) 

c'est-à-dire l’unique valeur de l'amplitude génératrice égale à 2 V 2 
pour toutes les quatre valeurs de la phase génératrice initiale. 

Dans le cas où y — > les équations des amplitudes génératrices 

deviennent identités. De ce fait, pour toutes les autres valeurs de y 

dans (2.4), à l'exception de y = _ la formule (2.3) fournit la famil- 


le des solutions génératrices de l'équation (1.6) à deux paramètres. 

Examinons en conclusion le cas (a) où l'équation (1.6) admet une 
solution périodique de période minimale en # égale à 4x. Des formu- 
les (1,1.2.4), (1,1.2.7), (1.5) et (2.6) il ressort que 


1 db 3 V3 L 
PA ON, 7 =1i+—-—u(1 + sind) sin Ÿ + O (u?), 
(2.7) 
6 
1 3 V3 ‘ ; 
ta | [1 à 64 à sin 9) sin 8+ 0 (ur) do. 


5e 
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Les oscillations de la masse fixée à un ressort qui présente un 


allongement statique relatif y — + auront donc comme période 


[A 3 3 
T — = Æ[1+ EE LU + O(p9) = 2 ver [17 Hu +0 (|, 
la loi du mouvement étant 


z= + + V6 lu cos (+ o + +) + 0 (u°), 
° (2.8) 
y =+ V3 lu sin ot + O (p°). 
Remarquons que les oscillations d'un pendule rigide de longueur 
+ (v = :) et d'amplitude définie par la première formule (2.8) 


auraient comme période 
AU | 
T'ascide = 22 J/ 2 (1 + O (p2)] = 2 vert [1 + O (HE). 


Remarquons en outre qu'il ressort de la deuxième formule (2.8) 
que les oscillations verticales du pendule à ressort utilisent ; [1 — 


+ O(u?)] de l'énergie globale du mouvement. 

1.3. Troisième étape. Nous examinerons à présent le déroulement 
du processus à la suite duquel les oscillations verticales cessent 
d’avoir lieu (« décrochage »). Puisque y = + est la seule valeur du 
paramètre y pour laquelle les oscillations verticales deviennent 
instables quelque petite que soit leur amplitude sans dimension 


u —= Ÿ/l, et puisque la valeur y — _ aie au mouvement 
périodique (2.8), il est tout naturel de poser y = + dans l'équation 


(1.6) et de chercher sa solution en donnant à & (0) et à &” (0) des 
valeurs initiales suffisamment petites. Discutons donc l'équation 


dut 9:32 de \2 17142 
40: Ti=qu(— ° 36 cos [ 1++ n + ( ) | 
en dy 1/2 
fistes(#)ltano)sou. 60 
En faisant la substitution de Van der Pol [30] 


G= a cos [+ D+®) x SE = —+asin | + o+v) y  ((3-2) 
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l'équation (3.1) se réduira à un système équivalent par rapport aux 
quantités a et @ lentement variables: 


da 9 v/1- { . 
SE | L — n?2 er 
0 = 1% Ua { TZ a“ Sin Û 


TS a (1++ al sin (0 + 24) cos 0] sin (8 + 2p)-+ O (a), 


—— a° { 4 ay" Re cos ÿ | [1 + cos (Ù + 2) | +0 (u2). 


Prenant la moyenne suivant la variable indépendante Ÿ qui inter- 
vient explicitement, on obtient des équations de Van der Pol tron- 
quées 


= ua V 4 + a cos 2q + O (u?), 
Ne, 5. di (3.3) 


sin 2 + O (p?). 


46 18 À Ve 


Divisons la première équation (3.3) par la seconde et intégrons. 
Il vient 


2 a(i—+ a?) 


To 


u Y 
+ | de = | cote 29 dp+ 0 (). 
Po 


L'intégration nous fournit une intégrale première des équations 
de Van der Pol tronquées: 


4 ee 
# sin? 2@ — c* (4+ a) + O (u) (cz = sp sin 29) - 


Or, en substituant cette intégrale dans la première équation (3.3), 
on voit v apparaître des quadratures extrèmement encombrantes. 
D'autre part, les équations de Van der Pol tronquées ne peuvent 
donner hien sür qu’une première approximation de la solution 
de (3.1), les approximations suivantes étant cherchées par la métho- 
de des approximations successives de Picard avec des estimations de 
précision propres à cette méthode. Nous nous bornerons donc à effec- 
tuer une intégration approchée du système (3.3). De la deuxième 
équation de (3.3) il ressort que pour | a | < 2 V ? on a dg/d8 0; 
il vient donc | | > | + ee Puisque pour |a|<2V2onaen 
vertu de (3.2) |È1< 2 , où — rappelons-le — 2 V2 est l’ ampli- 
tude de la solution ! RE (2.6), on peut poser cos 2ç & 1 si 
q, est suffisamment petit pour la totalité de la transition des oscil- 
lations verticales an mouvement peudulaire (décrochage des oscil- 
lations verticales). La première équation du système (3.3) nous 
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donnera alors pour a, = a (0) > 0 


| da 
e a l'4+ a? 


9 
= L, 


d'où nous obtiendrons après intégration 


TT TR 0 
In (AE 7) =: nd. 
L'amplitude varie donc suivant la loi approchée suivante: 


9 
4by exp | — nd 
se À € Li (bo IV 4 —2)). (3.4) 
1—biex (5 o) 40 
u EXP 16 !! 

Calculons la durée de la transition des oscillations verticales 
(£ = 0) au mouvement pendulaire (2.6). Posant «a = 2 Y 2? dans 
(3.4). on obtient la valeur correspondante de Ÿ : 
Pr 32 1/3—1 & 

\]) a 

É V2 7) 
Remarquons que le processus transitoire occupe un interv alle tem- 
porel d'ordre O (u”!'), ce qui est conforme à l'algorithme d'intégra- 
tion asymptotique dans la méthode de la moyenne ([90], chap. IL, 
$ 4, n° 4). 

Puisque œ, est petit, posons a, Æ € (0). La dernière formule 
devient pour a, petits 
x __ 32, 2V/2(7/3—1) 

De Qu Sn In ü (0) 
A l'aide des formules (1.4), nous pouvons définir € (0) en fonction 
des valeurs initiales des variables de mn En ts 


” 0 
& (0) = FT » P— V’r+(2) + ’ 


E (0) — x (0) [y (0)? + w2y Mo 


Enfin, la dernière des formules (2.7) définit le temps cherché pendant 


lequel les oscillations verticales passent au mouvement pendulaire 
(2.8) : 


(3.5) 


(3.6) 


[ns 4 


1 Fr 3 = 
t= + ) +0 (p) |: (3.7) 
Rappelons que u peut être déduit de la formule (1.3): 
= LVIT Vos 
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On peut également déduire u de la formule (1.8) en supposant que 
la perturbation transversale x (0) est petite. L'ambiguïté de signe 
dans (3.7) est liée à la phase du mouvement pendulaire dans (2.6). 


$ 2. Sur la liaison entre les oscillations radiales 
et verticales des particules dans les accélérateurs 
cycliques 


Dans ce paragraphe nous examinerons les oscillations radiales 
pures et nous étudierons leur stabilité. Ensuite nous transformerons 
les équations des oscillations et nous définirons les oscillations 
radiales verticales par la méthode du petit paramètre de Poincaré. 
I] existe une valeur unique du paramètre physique déterminant pour 
laquelle les oscillations radiales verticales admettent une seule 
amplitude réduite, tandis que les oscillations radiales pures se 
comportent de façon instable pour cette valeur du paramètre, leur 
amplitude étant aussi faible que l’on veut. Nous définirons ensuite 
le processus transitoire et délerminerons la durée de la transition 
des oscillations radiales pures en oscillations radiales verticales, et 
enfin nous soulignerons l’analogie avec le pendule à ressort, en 
particulier dans les processus transitoires. 

2.1. Première étape. Les oscillations bétatroniques des particu- 
les dans les accélérateurs cycliques à focalisation faible ont pour 
équations !) ([270], (4.6)): 


E :- w?(1 — n) E -- lp, n + nn = —hkEn. (1.1) 


Ii =(r—r)/r, n = 2/r,; r et z sont deux coordonnées cylindri- 
ques de la particule ; le point supérieur désigne la dérivée par rapport 
au temps; les constantes w, nr et Æ sont 


_ € (ro) ” ré OH \ 
me  ? 7 (ro) or Jo (U<n< 1), 9 
k ra 0*11 (1-2) 
7 (ro) Ür® ),» 


où "2 el e sont la masse et la charge de la particule, c la vitesse de la 
lumière, H, — H (r) la composante verticale du vecteur intensité 
du champ magnétique; les valeurs des dérivées partielles sont cal- 
culées pour r = r, — rayon de la trajectoire correspondant à l'éner- 
gie donnée des particules. 

Introduisons le temps sans dimension tT=wÿ1—nt et 
mettons le système (1.1) sous la forme 


PE +E= pre, Elan = —fEn, (1.3) 


1) Dans [270]. le second membre de la première équation (4.6) doit être 
précédé du signe négatif. 
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où les paramètres positifs & et B sont 


n k 
Tr = (1.4) 


Pour le système (1.3) l'intégrale (1,1.2.2) est celle des forces vives des 
particules pour la composante oscillatoire du mouvement : 


: d ° : 
(W=an+(2), Ss-Bênt). 
Avant de procéder à la transformation du système (1.3), remar- 


quons qu il admet une solution (oscillations radiales pures des 
oscillations) 


(1.5) 


n=0, £ =ucos (t — 7). (1.6) 


Il ressort de l'intégrale (1.5) que la constante 2 est égale au 
carré de l'amplitude des oscillations radiales pures. Pour savoir 
si ces dernières sont stables ou non, posons dans (1.3) 


E=pcos(t—7t)+x, n =0—+7y; 
les équations aux variations s'écriront alors 


d?z 


Te TI z = 0, LE + [a + Bu cos (t — To)] y = 0. 


Il s'ensuit que l'instabilité des oscillations radiales pures (1.6) 
est déterminée par celle de la solution triviale de la deuxième des 
dernières équations (équation de Mathieu). Le paramètre déterminant 
au sens physique est nr (voir (1.2). Les domaines d instabilité sur 
le plan des ur sont contigus aux points critiques de l’axe des n 
définis par les égalités (voir [146], $ VII, 1) 


2Va(n)=1(l—=1,2,...), 
d'où 


n=n = (dr 5): 


Le seul domaine d'’instabilité large (c'est-à-dire présentant un angle 
non nul entre tangentes) prend naissance dans le point nr, = 1/5, 
la pente des tangentes étant définie par la formule (11,2,5.6): 


1 
 —- zP k 
LT TT ro 


“dn Nan 


2 k 
R)= FE Fur 


Fe 
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Ainsi donc, l'unique domaine d'instabilité large (1.6) dans le plan 
des un se définit en première approximation par les inégalités 


| 2 k 


9 
Sr nhr.. <a Ur... (1.5) 


avec la valeur critique de n = n, = 1/5. 
2.2. Deuxième étape. Passons à la transformation du système 
(1.3). D'après les formules (11,1,2.6) 


R(p, Ÿ, 2,, 22) = — LG cos 0, Q(p, Ô, ,, nn :; sin Ÿ, 
1 
Zip, Ÿ, 33, 32) — — Bai cos à, (2.1} 
Zo(p, Ÿ, 2,, 2) = —/fz,sin (EE Pz°, cos Ÿ. 


L'équation (1,1,2.9) s'écrira (avec z, = 0, CL’ = d£/dô) sous la 
forme 


d'à - - À 7 Len 1 fn ce 
HR +oai= — fo [VT+FSE FT 2 sin Ÿ + 


— . œ? 
+ (1+ air +52) ( 1 — t sin — À + 


cos  }E | +O(u2). (2.2) 


Cette équation se réduit, pour &æ = y/(1 + y) et B = (1 + y)”?, 
à l'équation (1,1.6). ce qui définit l’analogie avec le $ 1. En vertu 
de cette analogie l’équation (2.2) n’admet de solutions périodiques 
de période minimale 2px (p — 1, 2, ...) que pour les valeurs de 
a — q°/p°, ou, selon (1.4), pour 


n = —1— (2.3) 


où g, p sont deux nombres quelconques premiers entre eux. L’ensem- 
ble des valeurs de n défini par (2.3) est partout dense sur l'intervalle 
(0, 1) de variation de nr; autrement dit, chaque valeur de n € (0, 1} 
ou bien est définie rigoureusement par la formule (2.3), ou bien se 
laisse approcher d'aussi près que l’on veut par cette formule. Pour 
toutes les valeurs de r dans (2.3), à l'exception de nr — 1/5 (q = 1, 
p = 2), la formule (1,2.3) fournit la famille des solutions génératri- 
ces de l'équation (2.2) à deux paramètres. 

Examinons en conclusion la valeur de nr — 1/5, l'unique valeur 
de z pour laquelle la solution génératrice de (2.2) se mette sous la 
forme (1,2.6) et pour laquelle les oscillations radiales pures (1.6} 
se comportent de façon instable, leur amplitude u étant aussi faible 
que l’on veut (voir (1.7)). Par analogie à (1,2.7) on obtient 


p=+Väut+o(p), 
do 


—=! + V 3pu (1 + sin 8) sin Ÿ : O(u?). 
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1 sic : ; : 
Posant n — + ON A alors pour la période des oscillations radiales 
verticales 


Lx 
ee: [1 +2 3fu (4 + sin Ÿ) sin Ÿ +0 (2) |" 8 


[ir Vihu+oum], C4 
la loi du mouvement, toujours par analogie à (1,2.8), étant 
1 D. 6 2 - : 
E=V3u sin (+ V5ut) +. O (u°), 


2 _ fe 
n=pt= + + Vu cos Eotr+)+0(u) (25) 


La valeur de pt est définie en fonction de la valeur initiale de l'énergie 
(1.5) des oscillations. 

2.3. Troisième étape. Définissons le processus des échanges de 
l'énergie pour nr — 1/5: il s'agit de la transition des oscillations 
radiales pures instables (1.6) aux oscillations radiales verticales 
(2.5). Les équations de Van der Pol tronquées prendront la for- 


me (1.3.3), les facteurs 9/64 et 9/128 étant changés en 78 et Lh 


respectivement. La loi de variation de l'amplitude de Van der Pol 
s’écrira par analogie au n° 1.3: 


4 = 


Î — 
ii exp (+ But) (b=+IVTFai-2]). (26 
exp Ed) L 


La durée { de la transition des oscillations radiales pures (1.6) aux 
oscillations radiales verticales (2.5) pour nr = 1/5 se définira par 
Ja formule 


t= HS (1+2V3Bu) 8 : 0 (|, (2.7) 
dans laquelle 

5 k 7 2 2y2(V3—1) 

pr, den —, 


1/2 


£ (0) == n(0) [ &? (0) + wzé (0) |”, 


la valeur de pu étant définie en fonction de la valeur initiale de 
l'énergie réduite (1.5) des oscillations. 
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=! 
C1 


$ 3. Décrochage des oscillations verticales 
du pendule rigide fixé à un ressort gêné 


La première étape de la résolution a été décrite dans le n° 11,2.5. 
Le régime périodique de départ est constitué par les oscillations 
verticales ([1,2,5.4). 

3.1. Détermination des régimes périodiques non triviaux (deu- 
xième étape). A l'aide des formules (11.2.5.1). (11.2.5.3). mettons 
l'intégrale des forces vives sous la forme 


d d du d 
(+) +w+a(s) + Day (1 — cos q)— 2e sin GA SE = HE. 


(1.1) 


Développons les seconds membres du système d'équations (11,2,5.2) 
et le premier membre de l'intégrale des forces vives suivant Îles 
puissances des variables. Il vient 


tn a (TE) ave + (3, Eve = — np + 11, 


d d û ; 
(FL) +nt+avgt+ a ( …} + (312 
Comparant ces expressions avec ([,1,2.1) et ([,1,2.2), nous obtenons 
en vertu des formules (1,1,2.6) 
R=a(—7Y2% 1 :)cos 0 +0 (p), 0 = @(yz5— 2) sin Ü + O (p), 
Z, = a(yz —2,25) cos Ÿ -- 0 (p), 
Z, = —2,sin 0 + a (yz5z — 2) cos 8 1- O (p). 
Le système d' équations (1,1,2.9) se réduit en l'occurrence à une 
sua unique (4 = &, L' = ‘at/d8) : 
He vs —Esin 0 THAT) + 
L@ [1 + @(YÈE-ETVE [2 sin 8 (pete + LE — SVT) + 
+ cos D (5v2—E"2)]} + Ou). (1.2) 


Par un calcul analogue à celui des n°* 1.2 et 2.2, nous obtenons 
à l'aide de la méthode de Poincaré [107a]l la solution périodique 
génératrice pour la valeur critique du paramètre ÿ — 1/4: 


= +2 V/ Zcos(i5r+). (1.3) 


De là et des formules (1,1,2.7), (1,1,2.3), (11,2,9.3) nous déduisons 
pour une solution périodique différente des oscillations verticales, 
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c'est-à-dire pour le mouvement pendulaire, 
y=+V3usin / — rond OU À 


p= + pe : p cos { Er PRET ER — }+ O(p?). 


3.2. Etude du processus transitoire (troisième étape). En opérant 
la substitution de Van der Pol [30] 


(1.4) 


sin (+ Ÿ + V ] (2.1) 


pour y — 1/4, on réduit l'équation (1.2) à un système équivalent 
par rapport aux quantités lentement variables a et w: 
=ue{y/1 + a? sin Ô sin (Ù + 21) — 
0 en Jp) Lo _ 
—(1++a) [Ta sin Ü sin (Ü + 24) —  a° cos Ÿ 


+ a° cos Ô cos (6 + 24) + La? cos Ü cos? (Ù + 24) |} + O (u°), 
(2.2) 


CET Æ ++ at sin Ô [1 + cos (Ù + 2w)] — 


— (1 ue a)" Lu sin Ÿ (1 + cos (Ù + 24)) — 


+ a? cos Ÿ sin (Ÿ + 24) —- a cos à sin (20 + 44) |} + 0 (u?). 


Ecrivons les équations de Van der Pol tronquées en prenant la 
moyenne suivant la variable indépendante qui intervient sous forme 
explicite : 


= Ha nr tes 
| 


; 2 (2.3) 


TS D —— TE sin 24 + 0 (u?). 


La résolution exacte des équations (2.3) nous conduirait à des 
quadratures extrèmement encombrantes. D'autre part, il va de soi 
que les équations de Van der Pol tronquées ne peuvent donner qu'une 
première approximation de la solution du système (2.2). Nous nous 
bornerons donc à faire une intégration approchée de (2.3). . res- 
sort de la deuxième équation (2.3) que pour |a|<2V 2 on a 
dy/d8 < O0 et que donc |ÿ, |> 1120. Puisque pour |a| << 
< 22 on a en vertu de (2.1) | |<2V2/V & (rappelons que 
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2 V 2/V «& est l'amplitude de la solution génératrice (1.3)), on peut 
poser cos Ÿ = 1 si Ÿ, est suffisamment petit pour toute la durée 
du processus transitoire (c'est-à-dire de la transition des oscill a- 
tions verticales (11,2,5. 4) au mouvement pendulaire (1.4)). Il ressort. 
alors de la première équation (2.3) pour & = a (0) >0 


(de Lo, 
. a VéäTta: x F É 


on obtient après intégration 
a+ at —2 a 1 
In = ————— | = — 6, 
CS 7) 7e 
ce qui nous donne la loi approchée de variation de l'amplitude : 


1 
_ abexp (Hô) de  —— 9 4 
ZE CES se ) 
é 1 — b3 exp (uŸÜ) (bo = ra [V4 + ai 2]). ( 


Calculons la durée de transition des oscillations verticales per- 
turbées (a = a, >> 0) au mouvement pendulaire (a = 2 V2). Posant 
a = 2 V2 dans (2.4), on obtient pour la valeur correspondante de 8 


OA PA D EE 
dat do V2? Vita À 


Remarquons que la durée de la transition est de l’ordre de O (u”!}, 
ce qui est conforme à l’alzcorithme d'intégration asymptotique dans 
la méthode de la moyenne. Puisque 1;, est petit, il vient a, Æ (0). 
La dernière formule devient pour des a, pelits 


+_ 2, 2V2(y3—1) 
Le Tu 5 (0) é 


Utilisant les formules (1,1,2.3), définissons & (0) en fonction des 
valeurs initiales des variables de départ: 


L,0=V/n+(2), 10O=pO[rO+07 (LT 


D 


La durée du processus transitoire (échanges de l'énergie) pour la 
e e 1 4 « e | 
valeur critique y — z (c'est-à-dire pour À = le) est 


T= Em $ + o (1). 
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La valeur de u se laisse déduire de (11,2,5.1), (11,2,5.3) et (1.1): 
Î nee 
p=V2(To+ Vo) c 


ou, en supposant que la perturbation transversale (0) soit suffi- 
samment petite, de la formule (11,2,5.4). 


$ 4. Régimes périodiques du pendule fixé 
à un ressort libre 


4.1. Transformation des équations du mouvement. Développons 
les seconds membres des systèmes d'équations (11,2,4.2) en série 
suivant les puissances des variables et mettons ces systèmes sous 
la forme 


n+n=}(n, &, p, p'), 
E + TT p=X (n, £, y, p'), (1.1) 


CR tr. = , 
Pons Stage 8 9 p). 


La prime désigne ici la dérivée par rapport à 7, et les développements 
des fonctions Ÿ, À et ® commencent par des termes d'ordre non 
inférieur au second. L’équation caractéristique admet comme racines 
Fio,, Five, où 


soon Er v+BFV (+ v+B— 48 (1 —0) (+). 
Puisque 0<a<1et f>0,y>0,0on a 
0<(AH+y+B} —-4(1—a) (1 +%) B<( + 7% + PB), 


ce qui veut dire que wi et wÿ sont positifs. 
L'intégrale des forces vives (1,1,2.2) devient 


LE A ul De Gr += E+afp?+2afp'E +S;—ut, (1.2) 


La substitution (1,1,2.3) s'écrit désormais sous la forme 


n = pcos Ÿ, n = p sin Ÿ, 
E — Pzs P—Pzs 8 = Pis P = PA; 
et l’on obtient à partir de (1.2) 
p=u(1+-i+ + af +apt)+O (pt). (1.3) 
Ecrivons maintenant le système d'équations (1,1,2.9): 


Ÿ aY = 
an Tati y 4 10 2 = 0 (p); T. 


Y : Y > 
a Puaten 4 T pa 20) 
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4.2. Solutions périodiques. La solution générale du système géné- 
rateur (1.4) (c'est-à-dire pour n = 0) est 
A0 = [y — ©$ (1 — à) B] (MZ, sin w,8 + M, cos ©,8) + 
+ [y — 65 (1 — à) BI (M, sin ©,8 + A7, cos w,0), 
Za9 = ent (M, sin o,Ù0 + 17, cos w,Ù + AZ, sin wo, 0 + M, cos w, 6). 


Portons ces valeurs dans les expressions y — lp sin Ô, x = l,pz,, 
q = pz. et (1.3). Compte tenu du fait qu’on a 8 — t + O (u) en 
vertu de la deuxième équation (1,1,2.4), on obtient une expression 
approchée de la solution périodique du système (1I1,2,4.1): 


y = pr (x) sin r + O(n), 
z = pl (rt) {ly — Bof (1 — «)] (AZ, sin w,t + M, cos o,T7) + 
+ [y — ©ip (1 — à)] (M, sin wst + M, cos w,t)} + O (n°), 


p=u Re F (x) (AZ, sin w,7t + AZ, cos o,7t + 


+ AZ, sin &,7+ M, cos w:t) + O (ui), 
où 


F(r)= (144201407248 (1 — 0) (1 + 7— 8) Lo! (ME + M?) + 


+ oi (M5+ Mi) % (+ v— 8 + 208) (MI + MS + MS+ M) + 


1/2 
+ afy (V7, sin w,t+ 1, cos w,t + 7, sin @,7t + A], cos w21)t}) 7 . 


lci + = V'c/(m, + m,) (t — t,) et se laisse déduire à partir 
de la valeur initiale de l'énergie réduite (1.2). En discutant la 
première équation (1,2,1.4) (équations des amplitudes génératrices), 
on cherche les valeurs critiques des paramètres &, B, y pour lesquel- 
les les amplitudes génératrices M,, M,, Ms, M, sont dépendantes 
(ce qui correspond aux cycles limites). Pour toutes les autres valeurs 
de &, B, y la solution périodique trouvée, qui contient six constan- 
tes arbitraires W,, W,, M3, M,, t, et u, est générale pour des 
positifs et suffisamment petits. 


CHAPITRE IV 


OSCILLATIONS DANS LES SYSTÈMES 
DE LIAPOUNOV MODIFIÉS 


$ 1. Systèmes de Liapounov avec amortissement 


On considère un système autonome non linéaire non perturbé 
de la forme liapounovienne d'ordre 24 + 2 qui subit une perturba- 
tion constituée par un amortissement analytique de norme suffisam- 
ment petite. On procède à une transformation du système perturbé 
par laquelle le système non perturbé se laisse réduire à un système 
non autonome quasi linéaire d'ordre 24. La solution du système 
est supposée connue dans le cas où la racine carrée de la valeur ini- 
tiale de l'énergie réduite du système est suffisamment petite devant 
l'unité. On définit le premier terme correctif et les termes correctifs 
suivants de la solution correspondante (c'est-à-dire soumise aux 
mêmes conditions initiales) du système perturbé par un système 
complet d'équations aux variations suivant le paramètre de Poin- 
caré, qui constitue un système non homogène d'équations différen- 
tielles linéaires d'ordre 24 + {1 à coefficients variables. Si l'intégrale 
générale du système non perturbé est connue l'intégration du sys- 
tème d'équations aux variations d'après Poincaré ([107al, tome I. 
chap. II) se réduit aux quadratures. Les trois derniers numéros sont 
consacrés aux exemples. 

1.1. Transformation des équations du mouvement. Considérons 
une classe de systèmes de Liapounov avec amortissement dont cha- 
cun se définit par des équations du second ordre: 


du ; ; , 
rs +u—U (u, Us Vis ces Us Vys es Un) = 


— — DEF, (u, L. 7 D) (1.1) 


d?v. e e e 
PTE + ua ee + aunUn — Vr(u, U, V,, 7 Uz; Vi: ... Ur) = 


— —eF,(u, vi, ..., vx) (u—1,..., k). 


Le point désigne ici la dérivée par rapport à t, a;y, = ax (x, j = 
— 1, ..., k)sont des constantes réelles et U, V,, ..., V,, Fo, F1... 
. .., F, sont des fonctions analytiques réelles de leurs variables; 
les développements de F,, F,, ..., F,; commencent par des termes 
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d'ordre non inférieur au premier; et ceux de U, V,, ..., V, par 
des termes d'ordre non inférieur au deuxième ; enfin, € > 0. Nous 
supposons que le système (1.1) non perturbé (c’ est-à-dire le systè- 
me (1.1) où e — 0) admet une intégrale première qui est nécessaire- 
ment une fonction ones des ne U, u, De 


D, .., Un ([77al, : {79b], chap. VII, $ 1): 


+ Vhe 


H = ut ut + Wui ce Cas Vasco Le) + 


+ Su U, Lis ce Vi line U) =u(u>0), (1.2) 


où W° est. une forme quadratique et S; l’ensemble des termes d'ordre 
non inférieur au troisième. Pour les forces résistantes étudiées 
Fos Fur + - +, Fr nous supposons que leur travail est négatif dans 
tout déplacement virtuel (qui se confond en l'occurrence avec un 
des déplacements réels) : 


e e h e e e e 
— Fu, v, ..., ju D Flu, v,, ..., valu, 0. (1.3) 
Humi 


Dans le cas non linéaire le plus élémentaire où F, = F(v;) (j = 


= 0, 1,  K; Do = = u) la condition (1.3) veut dire que &F (œ) > 
> 0 (a 7 0). Dans le cas linéaire la condition (1.3) veut dire que 
la dissipation est complète. 

La substitution de Liapounov 


u = p sin Ÿ, u = p cos Ô (o > 0), 
p p p > Ü) (1.4) 


Ux = PZx: lu — PZh+x (x — 1; ._. k) 


réduit le système (1.1) et l'intégrale première (1.2) du système non 
sigle ë 


us = EU (psint, pcos Ÿ, pz) sin Ô + 


+ 2e _ F;{p cos #, pz!?)) sin 6, 
= U (psin Ÿ, pcosŸ, pz) cos Ÿ — 
_ 2e F,(p cos ®. pz()) cos d, 


PR nn. (1.5) 
Te = han Ex (p sin Ÿ, p cos Ÿ, pz) cos Ÿ + 


+ 2e — = 2x F0 (p cos d, pz@2)) cos Ÿ, 


1 : 
ne rs ZhaxU : sin Ÿ, pcos Ÿ, pz) cos Ü + 
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es — V, (p sin Ÿ, p cos Ÿ, pz)-+ 


+ 2€ ". Zp4x F0 (p cos Ÿ, pzl?)) cos Ÿ — 2e ni F,(p cos Ÿ, pz!?)) 
(eh 04) 

P[1+W(z)+8pS$ (p, d, z)]:- pe. (1.6) 

Ici z et z° sont des vecteurs qui admettent pour composantes 

Zys + + er Zoh OÙ Zh+ys + + +, Zen respectivement, et S — p°$S,. Nous 

supposerons dans ce qui suit qu'on a dans le parallélépipède | z | < 

<b,0<p Lr, pour tout Ÿ > d, et pour tout € E [0, e,l l'iné- 
galité 

AE ë + à = 

ir [U (p sin 8, pcos Ÿ, pz) — 2ef, (p cos Ÿ, pz(?))] sin 80. (1.7) 


La condition (1.7) étant supposée vérifiée, divisons la deuxième 
équation (1.5) et chacune des équations suivantes par la première : 


dp __Lcos Ü—2#F, cos à 

dû  1—pr1(U—2eF,)sin Ÿ ? 

CE _ Shan — PT, (U —2eF) cos Ÿ (1 8) 

dû J—pri(U—2efo)sint ? à 
Shen = [1—p"1(0U— 2eF,) sin 0] (— a, —... — aux2x — 


— p12,,,U cos D + p71V, + 2ep"1z,,,F, cos 0 — 2ep"iF,) 
CES PRE 2 


Dans le $ 1,1, nous avons réduit le système (1.8) non perturbé 
(c'est-à-dire avec € — 0) à un système non autonome quasi linéaire 
d'ordre 2k par l’utilisation de l'intégrale (1.6); la solution de ce 
dernier système est cherchée dans le chapitre 111 par les méthodes 
du petit paramètre en supposant que les u dans (1.6) sont positifs 
et suffisamment petits. 

1.2. Système complet d'équations aux variations suivant le para- 
mètre de Poincaré et sa solution. Mettons le système d'équations 
(1.8) sous la forme d’une équation vectorielle 


d) 
TT =f(8, x;e) (2.1) 


dans laquelle x est un vecteur de composantes p, 2,, . . ., Zor et f 
une fonction vectorielle composée de seconds membres du syste- 
me (1.8) analytique en x et en € dans le domaine de définition de 
(1.7); les coefficients des séries de puissances de p, 2z,, . .., Zen |) 
sont des fonctions périodiques de Ÿ de période 2x. 


1) Nous poserons dans ce qui suit 2k + { = nr el nous admettrons que ñn 
soit un entier naturel quelconque. 
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Supposons connue une solution x, (8) du système (2.1) non 
perturbé (c’est-à-dire avec € — D): 


ee 


= ÊF(0, x; 0). (2.2) 


Conformément au théorème de Poincaré ([107a], tome 1, chap. Il), 
nous chercherons la solution de (2.1) pour des € positifs suffisam- 
ment petits sous la forme 
= NY ex (6 2.3 
X ie tn (0): (2.3) 
n=- ( 
Retranchant (2.2) de (2.1) et utilisant la formule de Taylor pour 
une fonction de plusieurs variables, on obtient 


dx { re) d \Ÿ 
Den =D (x D e"xmt ge) (8, xoi 0). 
m— V-: 1 m— À 


Egalant les coefficients des mêmes puissances de &, nous obtiendrons 
une suite d'équations différentielles vectorielles, dite système complet 
d'équations aux variations suivant le paramètre de Poincaré: 


dXa __ [O0 \ | 1 f of ac c RAR 
dB lets As a+ (Gr st Care 


= (5), S ++ ( ôx° -), (Mix2+ 2%) + (5 OX dE  ) X2+ 
+ (SE) xx Er) XX 3 es }, u+r (TS), 
ET (2.4) 
= (Se) mt (5e h D NaiX as + (SE ] Xm-1+ 


1 d3f | OST 
rh DZ mnt (5), DZ sexe 


Li + Ant am tu. mi 

LA À, | f o'f 
+ (Sr) met + (ss je > XééreNs, + 
Gt. +2i- m 
| v 
‘4 (s—1)! OxS"ldE | Pal Nes Na 7 ex 
a+ + im -M— | 

1 dl 

+ (s—l)! l! ( ox! de! l > X ou: CCE Xa Tee 


G* 
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+ — 1 f 9mf 
| (s 1)! ( ox de“7i E Xm=n+1 1... mi ox ). X, + 
1 


Î omf — omf eh. 

i (nm —1)! OxMTT de ), 5 (m—æiil oxm-l gel 1 ne 
1 omf omf 

et (m—1)! (r ),* Mur m! rh 

L'indice zéro veut dire ici que les dérivées partielles sont prises 


pour x, = Xo (Ÿ) et e — 0; &;, &@, . . . sont des entiers naturels; 
la matrice 


| f 3 
= | RER ee + 
OX ES 1 ? HE : ; n : 
În En 


Les termes suivants dans (2.4) doivent être interprétés eux aussi 
au sens opérationnel, par exemple 


Of 
o°f  - o[(&) x. | 
DRE A x 2: 


C'est la raison pour laquelle nous faisons la distinction entre les 
termes en xx, et en x,x,, l'opérateur étant non commutatif en 
général. 

Si e intervient dans (2.1) de façon linéaire, c’est-à-dire si l’on a 


F (9, x; €) = g (0, x) + eh (6, x), 
les équations (2.4) s'écriront comme suit : 


d: 0 
de (LE) + RO, sa 


(2.5) 
Se e(E) set 3 [+ (< + D Kiss x 
v=2 ne ...+a,=m 
1 6*"ih 
Fan Gr 2 su... ]m>1. 
ik: +4. =m-i 


Les équations (2.4) et (2.5) ne se laissent intégrer successivement 
que dans le cas scalaire. 

Or, si l'on connaît l'intégrale générale du système (2. 1) non 
perturbé (c’est-à-dire avec e == 0), l'intégration du système d'équa- 
tions (2.4), (2.5) d'ordre quelconque se réduit aux quadratures, 
comme l'a montré Poincaré. Soit en effet 


Xo = Xo(Ÿ; a), 
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avec a un vecteur à nr dimensions, solution générale de (2.1) pour 
£ — 0, de sorte que 


dXo(Ÿ: & ; 
ee Er, x, (#: a); O). 


Dérivant cette identité par rapport à a, on obtient 


Xo 


Il en ressort que 0x,/0a est matrice fondamentale de chacun des 
systèmes homogènes d'équations différentielles (2.4) (ou (2.5)). 
On peut alors utiliser la méthode de variation des constantes de 
Lagrange et, dans les conditions initiales nulles x, (8,) = 0 (car 
Xo (903 a) = x), x, (8,) = 0. v = 1. 2, ...), mettre la solution 
du premier des systèmes (2.4) (et par analogie de (2.5)) sous la forme 


Ÿ 
= [(æ) (SE) at. (2.6) 


où ôx,/da est une matrice non singulière, car la solution x, = 
= X, (0; a) est générale. Pour x, (m > 1) on retrouve des formu- 
les analogues à (2.6) en remplaçant sous le signe somme (ôf/de), 
par la partie non homogène du système correspondant (2.4) ou (2.5). 

Pour avoir la solution du système de départ (1.1), il reste à in- 
tégrer la première équation (1.5) avec la même précision, c'est-à-dire 
à O(e°) près s’il s’agit du premier terme correctif. 

1.3. Sur les oscillations d’un système mécanique à un degré de 
liberté en présence de non-linéarités de différentes formes. Consi- 
dérons un système mécanique qui possède un degré de liberté et 
qui subit l'action d'une force de rappel et d’une force résistante. 
Ces dernières sont supposées être fonctions analytiques de la coordon- 
née et de la vitesse respectivement. Soulignons qu’une seule des 
forces parmi les deux, à savoir la force résistante, est supposée 
«e-petite » et que la borne de e >> 0 est définie par l'inégalité 
majorante du théorème de Poincaré ([107a], tome 1, chap. Il), non 
effective en général. Quant à la force de rappel, sa partie non linéaire 
définit la borne supérieure du paramètre u, c'est-à-dire de la racine 
carrée de la valeur initiale de l’énergie réduite. Ainsi donc, la solu- 
tion générale proposée en fin du n° 1.3 est vraie pour des & positifs 
suffisamment petits et pour des valeurs effectivement bornées de 
l'énergie initiale du système. 

En choisissant convenablement l'échelle du temps 7T, on peut 
mettre l'équation du mouvement du système considéré sous la 
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forme 


u + 2eF(u) +u — U(u) = 0 (e>0, = +), (3.1) 


où F (u) et Ü (u) sont des fonctions analytiques dans tout le domaine 
de variation des variables dont les développements commencent 
par des termes d'ordre non inférieur au premier et au second respec- 
tivement ; on suppose en outre que le travail des forces résistantes 
soit nul dans tout déplacement, —F (u) u < 0, ce qui a lieu en 
particulier pour la fonction F (u) impaire. Pour € — 0 l’équation 
(3.1) non perturbée admet l'intégrale des forces vives 
u 
H =u?+u?+2V(u) = pi, LU (u) — — | U (u) du, p > 0). (3.2) 
(L 


Par la substitution de Liapounov (1.4) on réduit (3.1) à un 
système (1.5) de la forme 


so. Î —— [U (p sin Ÿ) — 2eF (p cos Ÿ)] sin Ÿ, 


; (3.3) 
= = U (p sin 8) cos 8 — 2eF (p cos Ÿ) cos d. 


Il sera supposé dans ce qui suit qu'on a pour & et p quelconques dans 
le rectangle 0 < ee et 0 Lp Lr,, pour tout Ô, l’inégalité 


1 — +0 (p sin 8) —2eF (p cos 8)] sin Ÿ > 0. (3.4) 


L'inégalité (3.4) définit, compte tenu des deux premières formu- 
les (1.4), le domaine admissible de variation de u, u. La condition 
(3.4) étant supposée vérifiée, divisons la deuxième équation (3.3) 
par la première: 

dp ___U(psin Ô) cos Ê —28F (p cos Ÿ) cos Ÿ (3.5) 


é 1 — — [CU (p sin 0) —2eF (p cos Ÿ)] sin 8 


Cherchons l'intégrale de (3.5) avec e = 0 en portant (1.4) dans 
l'intégrale des forces vives (3.2). Il vient 
p® + 2V (p sin Ÿ) = jp, (3.6) 
où le développement du deuxième terme commence par des termes 
de degré non inférieur au troisième en p. Puisque p > 0, l'équation 
(3.6) n’admet qu'une seule solution: 


ne 7 
p—=po(d; )=u 7 V (u sin 0) + Te (5 ),eu V (4 sin Ÿ) Sin Ÿ 


— 1 (u sin DP+O( (8.7) 
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pour des u positifs suffisamment petits (plus loin, en examinant 
l'exemple proposé dans le n° 1.4, nous déterminerons le rayon de 
convergence de la série (3.7)). 

Conformément au théorème de Poincaré ([107al, tome I. chap. 11), 
nous chercherons la solution de (3.5), pour des € positifs suffisam- 
ment petits. sous la forme 


(Li 2 Pm (0; n)e”. (3.8) 


Nous avons obtenu dans le n° de une suite d'équations différen- 
tielles (2.4) pour pm (9; u) (m = 1, 2, ...) (le système complet 
d'équations aux variations on le paramètre de Poincaré). 
Nous nous attacherons à déterminer le premier terme correctif 
p, (8; pu) dont l'équation différentielle est une équation aux varia- 
tions suivant le paramètre de Poincaré (la première équation de 
(2.4)). Déduisons-la immédiatement. Ecrivant l'équation (1.5) sous 
la forme 


pin (=) 
et retranchant l'identité 


po = f (9, po; 0), 
nous obtiendrons 


= (L)r+ (SE) +06) wæp(: B-po(t; n). (3.9) 


où l'indice zéro veut dire que les dérivées partielles sont prises 
pour p = po (Ÿ; u)et e = 0. Divisant (3.9) par & et posant ensuite 
e — 0, nous obtiendrons en vertu de (3.8) une équation aux varia- 
tions suivant le paramètre de Poincaré: 


= (et (Sr) (3.10) 


Dans le cas scalaire considéré cette équation se prète aisément 
à l'intégration mais sous une forme impropre aux applications. 
On préfère donc se servir de la méthode de Poincaré proposée dans 
([107a]l, tome I, chap. Il) et reproduite ici, en fin du n° 1.2. Dans 
notre cas (3.7) est intégrale générale de l'équation (3.5) non pertur- 
bée (c'est-à-dire pour € = 0): 


po = (8, po (8; pu); 0). 
En dérivant cette identité par rapport à u, on obtient 
d 0Po 


mn) =(2) Po 


dû 0p ]0 ou ? 
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ce qui veut dire que 6p,/ôu est solution de l’équation homogène 
correspondante à (3.10). La solution de l'équation (3.10) sous les 
conditions initiales nulles 


Pi (D; L) _ 0 (car ps (80: u) ss p9 s Pm (D; u) — 0, m — 1::2, 0) 


s'écrira alors sous la forme (2.6): 


0 
ns | (ar) (lot DE 
De (3.7) et (3.5) on déduit 
— [5 Vu sin #) | + 0 (p®), (3.12) 
_ }, = — 2 [1 —— U (posin Ô) sin | F (p, cos Ü) x 


X cos Ÿ {1+ UV (posin Ü) sin ô | 1 — À U(p,sin Ü) sin e |” 
Po Do 
| (3.13) 
On a alors en vertu de (1.4), (3.8), (3.7) et (3.11) 


u = [ps (Ÿ : u) + ep, (8; u) + O (e°)] sin Ÿ (3.14) 


et, après avoir déterminé Ÿ — Ô (t; Ô,) à partir de la première 
équation (3.3). on aboutit à la solution générale de l’équation initia- 
le (3.1) (avec des constantes arbitraires u et Ô,) pour des &e positifs 
suffisamment petits, ladite solution étant soumise à la condition (3.4) 
et conforme au théorème de Poincaré indiqué. La borne supérieure 
de u > 0 (racine carrée de la valeur initiale de l'énergie réduite (3.2)) 
est déterminée dans ce cas par le rayon de convergence de la série 
(3.7). 

1.4. Equation de Duffing avec amortissement linéaire. Examinons 
à titre d'exemple l'équation nommée 


u + eu + u + au = 0 (E > 0, a >> O), (4.1) 
c'est-à-dire (voir (3.1) et (3.2)) F (u) — u, U (u) = —au*, V (u) = 
= au. L'équation (3.4) définit le domaine des valeurs admissibles 


dans l’octant tridimensionnel de variation des variables p > 0, 
Ÿ > 0, et du paramètre e > 0 


1 + ap° sin* Ÿ + &e sin 20 > 0 (4.2) 


et est toujours vérifiée quand 0 < € < 1. L'intégrale des forces 
vives (3.2) de l'équation (4.1) non perturbée (e — 0) s'écrit 


p° + _. apt sint Ÿ — pu? 
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et, étant donnée l'inégalité 2œn° sin! Ÿ << 1 qui a toujours lieu 
pour 


2 1 
admet une solution unique (3.7): 
€ | a _» | 
Po (Ÿ, m=ult — + au sint ÿ + O (u*) il (4.4) 
Calculons (3.12) et (3.13): 


d 3 ‘ 
= { -— - ay* sin* Ù +0 (ui), 


Es 


‘ 


= — 2p, cos? Ÿ (1 + api sin? Ü)"1[1— œpf sint 8 (1 + œpi sint D)71] — 
— — 2u cos? Ÿ [1 + au? sint Ü +0 (us) |. 


Cherchons une solution qui satisfasse aux conditions initiales: 
u (0) = 0, u (0) = U, > 0, auquel cas on a en vertu de (1.4) et de 


(4.4) d, = 0 et u — Lo. Posons aussi (voir (4.3)) Ua < V 0,5. 
La formule (3.11) nous donne 
Pi (9, u)= —p [++ sin 20+ au? {30 sint Ü — 

+ sin 20 sin* —+ Ÿ + + sin* Ü + _ sin 26 ) + O (us) | : 


De la première équation (3.3) on déduit 
o 
T = | (1— au? sint ŸÜ —esin 28 + ...) dû — 
0 
= Ü —e sin? Ü— au’ ee sin 48 —— sin 20 + = d} vs: 


°?> 


où les points de suspension symbolisent les termes d'ordre £&° et 
eu*. L'inversion de la dernière formule nous donne 


Ÿ — T+— au? (+ T—sin 2 ++ sin 4T) + € Sin? t + .. 
Mettons la solution sous la forme (3.14) 
1 . É ;: 2 | 
u = [ H (1 Er œutsintt) — EL (r+ 7 Sin 27) + 0 (e2) | x 
X sin| T ++apt( + T—sin 2T ++ sin 4) +esin®t+0 (e®) | (4.0) 


en supposant que t varie dans un intervalle de l'ordre de O (&”?). 
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Remarque. Le caractère spécifique de l'exemple considéré, à sa- 
voir la linéarité de l’amortissement, nous permet d'obtenir une 
solution qui reste vraie pour tout t > 0. Par la substitution 


u —= eEty 
on réduit l'équation (4.1) à 


dx . 
7 = 8(r x; @);, (4.6) 


X — . —= : 
v J” 5 — (Î—et)v—ae-*etrs 


Cherchons sa solution générale sous la forme 
X —= Xo(t) + ax, (T) + axe (T) + . .. 


La solution générale de l'équation (4.6) non perturbée (c'est-à-dire 
avec à« = 0) pour 0 < € << 1 est 


M cos Rt + N sin Rt ) R VI 
Xo (T) = — MR sin Rt+ NR cos Rt D nr 


La formule (2.8) donne le premier terme correctif: 


T 
cm | (2) (2) es 1 


OÙ a est un vecteur de composantes Àf et N, 


do do 
Oxo OM ON 
oa do dy 

0M  OoN 


et l'indice zéro signifie la substitution æ& — 0, x — x, (t). Sans 
donner les calculs évidents dans la formule (4.7), nous passons 
directement à la solution générale de (4.1) pour 0 <e<1 (il 
est tout aussi aisé de l'obtenir pour e > 1): 


u = [A cos Rt + N sin Rt + av, (tr) + O(a*)le”et, (4.8) 


‘Ou 
2, (0) = gr {2 le” 2 (—e sin 2RT— R cos 2RT) + R] x 
X [M (M? +3N?) cos Rr—N(N?+3M°) sin Rt] + 


+ (4 — 3e?) 1 [et (—e sin 4RTt—2R cos 4RT) + 2R] * 
X [M (M?—3N?) cos Rt + N (N?—3M?) sin Rt] + 
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+ (4 — 3e)! [e-2et ( —e cos 4RTt + 2R sin 4/?t) +-e] x 
X [NW (N2— SM) cos Rt — M (M? —3N?) sin RTt] — | 
—4{[e-%t (—ecos 2Rt+ R sin 2RT) +e] (N3cos Rt + M3 sin Rt) + 
+3 (M?+ AN?) (l—e-*et) (N cos Rt — M sin RTt)}. 


De toute évidence A7 — u (0) et N — (1 — e°)-!/°u (0). 

1.5. Pendule à ressort avec amor- 
tissement linéaire. Soit un  pen- 
dule plan à ressort constitué par 
une masse m fixée à un ressort sans 
poids, de longueur libre L, régi par la loi 
de Hooke et présentant une raideur c (fig. 
9). Soient ret y = l + À + yles coor- 
données cartésiennes de m comptées à 
partir du point fixe O, où À = TE est 
l'allongement statique du ressort. Choi- 
sissons la constante de l’énergie potentiel- 
le [1 du poids et de la force élastique 
du ressort de telle façon qu'elle s’annule 
dans la position d'équilibre statique 
z=y—0; on a alors Fig. 9 


= —megy + rc LV xt + (+2 Eye, 


Cr dr \2 dy \2 
repn[(é) + (a) 
Supposons que la masse m soit sollicitée en outre par une force 
résistante À proportionnelle à la vitesse, À — —br. Désignons par 
© = Vc/m la pulsation des oscillations verticales de la masse 
fixée au ressort et introduisons le temps sans dimension t — wt 
et les coordonnées sans dimensions E — x/l, n = y/l. Les équations 
du mouvement s’écriront alors comme suit: 


D Re EE le 0, 1 
ae TA Recnn | oo 5.1) 
ep + = ——2_——  __— JE= 928 À | 
RU TEYS LVEraprens 14vf at ? 
où 
PUS 
À — l ? E — + 2 Vcm 


sont des paramètres sans dimensions et les développements des 
crochets dans le voisinage de £ — n — 0 commencent par des termes 
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du second degré. Pour & = 0 on a l'intégrale des forces vives 


VIT + Me == Cte. (5.2) 
La substitution de Liapounov 
n=psinŸ, T1 = pcos V, E=p2;, CET (5.3) 


réduit le système perturbé (5.1) et l'intégrale (5.2) du système non 
perturbé aux formes (1.8) et (1.6): 


dp __  U cos Ü —2ep cos* Ÿ 
dû 1—p7lU sin Ÿ Le sin 20 ? 5 4 
di __ 2e— 207 U cos Ÿ + 2ez, cos? Ô (5.4) 
dû 1—p"1Ù sin Ü+e sin 26 ? 
die __ —Y(L V5 — 2 pTIU cos Ê + piV — 2ez, sin? Ô 
dù 1— pTIU sin 0 +e sin 280 id 
p[t+ a ta+pS(, p, 2, z)]=p, (55) 
où 
D p?:? 5 2 = p°z, sin Ÿ 3 
enr QU ane + 0 (p9 


et l’on suppose que la condition (1.7) soit vérifiée, de sorte que 
14e sin 29+— (1+ y) ps sin 8 + 0 (p°) > 0. (5.6) 
Le système non perturbé (5.4) (c'est-à-dire avec & — 0) admet 
une solution génératrice (voir II1,1,2.3)) 
Po (8; pu, M, N) = u [1 + g° (ME + N2)JVE + 0 (n°), 
24 (9; u, M, N) = M cos gô + N sin g8 + O (u), (5.7) 
| 22 (0; u, M, N) = g (—M sin gô + N cos gô) + O (u), 
où 
TU ] 
e=+V (#7): 
Nous avons vu dans le n° 111,1.2 que cette solution est générale 
pour y quelconque sauf pour y — L (£ = > )- Dans notre exemple 


les vecteurs a et x, sont 
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Calculons les éléments de la formule (2.6) : 


ALU 
oa 
K1/2+L0(u) —gMASPn+O(u) — gNKTS/u +0 (u)° 
=| p(8)+O(H) cosgÿ +O(u) sin g0 +0 (y) , 
W(#)+O(u) —gsingô +0 (u) gcos g +O(u) 
ou 


K = 1 + g° (AI? + N®),. 


En calculant la matrice inverse, nous simplifierons quelque peu le 
résultat en posant q (0) = 14 (9) = 0; il vient alors 


OX9 |! 
ga | — 
K/2+0(u) g?A"1L(8)u+O(u) ATIL'(0)u+0 (u?) 
—| O(u) cos gû +0 (y) — g! sin gÿ +O(u) ||, 
O (u) sin gÿ +O(u) g”! cos gù +O(u) 


où L (9) = À cos gô - N sin gô. 

Le vecteur (0f/0e),, où f est le vecteur des seconds membres 
de (5.4) et l'indice zéro signifie la substitution € = 0 et la prise 
en compte de la solution génératrice (5.7) est égal à 


— 2uA 71/2 cos? 8 + O (u?) 
ve 7/0 


2L (8) cos® 8 — L’(Ù) sin 28 +LO(u) 
— 2L' (Ÿ) sin? Ü + g°L (È) sin 25 +O (u) 

Nous poserons dans la formule (2.6) 0, — 0; cela signifie, 
conformément à (5.3), qu’on a n (0) = 0 à l’instant initial t = 0. 
Sans écrire les calculs évidents d’après la formule (2.6), nous don- 
nons deux premières composantes du vecteur x, (8; u, A7, N) du 
premier terme correctif dont nous aurons besoin: 


o,(8;u, M, N)= —pÂ tr [8 + sin 28) + O(u?). 
z (du, M, N) = sin gd+— M sin 26 cos gô + gM sin° d sin gù — 
——+— N sin 25 sin g0 — gN sin? 9 cos gû + O (u). 


Reste à intégrer la première équation (1.5). En posant comme précé- 
demment Ÿ, = 0, on obtient 
Ÿ = Ô (t) = t — e sin T + O (u) + ..., 


où les points de suspension symbholisent les termes du second ordre 
en nu et e. La solution du système (5.1) pour le cas où n (0) = 0 
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s’écrira définitivement sous la forme 
n (0) = po (8 (rip, M, N) + ep, (8 (tr): pe, M, N)lsin 8 (t) + O (&), 
E (t) = [po (8 (t); nu, W, N) + epi (8 (tr); pu, M, N)1 x 
X [21 (8 (th; nu, M, N) + ez1 (8 (x); un, M, N)] + O (e°). 
Les constantes nu (valeur initiale de l'énergie (5.2)), et N 


se laissent déduire des conditions initiales n (0), ë (0) et E (0); 
l'intervalle de variation de t est de l’ordre de © (£”?). 


$ 2. Sur les systèmes du type de Liapounov 
Définition {. On appelle système proche d'un système de Liapounov 
un système réel de la forme 


= Ax+X(X)+UF(E, x, ph) (0.1) 


qui, pour u = O0, se réduit à un système de Liapounov (1, 1,1.1), de 
sorte que 


A=ÀJ,+P, 3, = 1 O0 


: P — Il Psr [11 


et dans lequel la fonction vectorielle F est analytique par rapport 
à x et au petit paramètre u dans un domaine déterminé, continue et 
périodique de période 2x suivant é. 

Définition 2. On appelle système du type de Liapounov un système 
réel de la forme 


= Ax+X (x) (0.2) 


dans lequel la matrice A de la partie linéaire du système possède ! 
valeurs propres nulles à diviseurs élémentaires premiers, deux 
valeurs propres imaginaires pures +Ài et ne possède aucune valeur 
propre multiple de +HAi; comme dans (0.1), X (x) est ici une fonc- 
tion vectorielle analytique de x dont le développement commence 
par des termes d'ordre non inférieur au deuxième. 

Nous montrerons dans ce paragraphe que les systèmes du type 
de Liapounov se laissent réduire à des systèmes de Liapounov. 

2.1. Position du problème. Mettons un système du type de Lia- 
pounov sous forme développée en utilisant des notations différentes 
de celles de (0.1): 


= u(x, y, Z), =: +v (x, Y, 2), + =Bz+w(x, y, 2), 
(1.1) 


$ 2] SUR LES SYSTEMES DU TYPE DE LIAPOUNOV 95 


ou 

ë C: U, 

X — , s-(") ss Z— s U— , 
12 
ër on U; 
U'; 

PO RE ES ES PR TT 
_— Le ; = , 9 — 1 1 , ; jh 


et les fonctions vectorielles u, v, w sont des fonctions analytiques 
des variables E,, ..., Ey, Ni, Nos Es + - +, Cm dans un voisinage 
de l’origine des coordonnées dont les développements suivant les 
puissances des variables indiquées commencent par des termes 
d'ordre non inférieur au deuxième: l'équation 


det [B — x1,,1 =- 0 


n'admet aucune racine qui soit nulle ou multiple de +Ai. 
Supposons que le système (1.1), en plus de l'intégrale scalaire 
liapounovienne 
(y, 3) + PK, y: Z) = Yo, (1.2) 


admette ? autres intégrales premières analytiques qui s'écrivent 
en notation vectorielle comme suit: 


px) +£(x, y,2z) = c, (1.3) 
où 
I Fi Vi 
P — ‘ l= s C— 
LT Fr Yi 
Dans (1.2) et (1.3) les développements de d, @,, . . ., æ; commencent 


par des termes d'ordre non inférieur au deuxième par rapport à 
&1s .….... Er Mis No) Ci ...…s Te T; (x), ss A] (x) sont des fo- 
rmes indépendantes linéaires des variables £,, ..., E, qu'on peut 
choisir sous la forme x; (x) = E; (j — 1, ..., 1). On a de la sorte 
p(x) = x. (1.4) 

2.2. Transformation d’un système du type de Liapounoy. 
LEMME ]. Chacun des systèmes (1.1) à (1.3) se laisse transformer 


de telle façon que les fonctions vectorielles u, v, w et f s’annulent pour 
Y—2—0;: 


u (x, 0,0) — v (x, 0, 0) — w (x, 0, 0) — f (x, 0, 0) = 0. 
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La démonstration du lemme utilise une transformation proposée 
par Liapounov ([77a], n° 28) pour traiter le cas critique où l’on a une 
racine nulle. En effet, faisons dans (1.1) à (1.3) un changement de 
variables 


"()= y) + y(x), z(t) = Z(t) + z(x), (2.1) 


où v (x), z (x) sont des fonctions vectorielles analytiques des varia- 
8 - - +, 81 qui ne contiennent aucun terme linéaire et vérifient 
les équations 


AJ ey (x) + vx, y (x), z (x)) = 0, 
Bz (x) + w (x, y (x), z (x)) = 0. 
On a après la substitution (en désignant les nouveaux termes non 
linéaires par u, v, w) 
au(x Y+y), 2+2(x)æœu(x, ÿ 2), 
HS LIVE vx SHy (x 2+2(x)— vx, y (x), 2 (x) — 


—u=Ay+v(x y, 2), (2.2) 


BL Bi+w(x, Y+y(x), 2+2(x)—w(x, y (x), z(x)) — 


Z Ce. À Le. "2 Ce. 2 Le. 2 D. 71 
+ u= Bz+w(x, y, 2), 
où 
ôy __|| 91; 0z __{|| ôta 
OX dE ? ax 0Ëh | 


sont des matrices d'ordres 2 X let m x Î respectivement. Il s'agit 
de montrer que 


U(x, 0,0) =v(x, 0, 0) =w (x, 0, 0) = 0. 


Mettons l'intégrale vectorielle (1.3), en accord avec (1.4) et (2.1). 
sous la forme 


x — f(x, Y() + y(x), 20) + z(x) = 0 (2.3) 
et dérivons-la conformément à (2.2): 


UF D + TU 3, 2)+ 
f CT Cu M Le AU st 1 | 
HAUTE 5, + Eux, 5, 2 ]+ 


Nes es nee 
| Bz+v (x; Y 2)+ eu (x, ÿ: z) |=0. 
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Posons dans ces identités y — z—=0 (en remarquant qu'il ressort 
de (2.2) que V(x, 0,0) =—  ü(x, 0,0), W(x, 0, 0) — 


dx 


[u+ Er u(x, 0, 0)—0. 


On a donc dans un voisinage suffisamment restreint de l’origine 


des coordonnées (x = y = z — O)u (x, 0, 0) = 0. En vertu de (2.2) 
on a dans ce même voisinage 


V(x, 0,0) =w(x, 0, 0) = 0. 


Le système (2.2) admet la solution x = Cte, y = Z = 0; en la 
portant dans (2.3), nous aurons 


f (x, 0, 0) = 0. 
Le lemme I est démontré. 


Supposons que chacun des systèmes (1.1) à (1.3) soit transformé 
conformément au Lemme I et conservons les mêmes notations que 
précédemment. Explicitons x dans l'intégrale vectorielle (1.3): 


X = C + f* (ce, Y z), (2.4) 


où f* est une fonction vectorielle analytique par rapport à €, y, z 
(f* (ce, 0, 0) — 0) qui ne contient aucun terme linéaire pour e = 0. 
Substituant (2.4) dans (1.1) et (1.2), nous obtenons un système 
vectoriel, qui représente un système de Liapounov 
dy d 
= Aly + v* (c, y, z), = Bz+w* (0, Y, Z), (2.5) 


et une intégrale scalaire 


(y, y) + (ce, y, z) = y", (2.6) 


où v*, w* et #* sont des fonctions analytiques de ec, y, z et s’annu- 
lent pour y = Zz = 0 (en accord avec le Lemme 1), tandis que la 
constante ÿ* = y, — Ÿ (ce, 0, 0). Les fonctions vectorielles v*, w* 
ne contiennent aucun terme linéaire pour c = (0. 

La fonction Ÿ* vérifie le 


LEMME Il. La fonction Ÿ* dans (2.6) ne contient aucun terme du 
premier ordre en y et z si le vecteur c dans l'intégrale (1.3) a une norme 
suffisamment faible. 

Démonstration. Soit 


Ÿ* = (a, y) + (b, z) + [2], 


1—01570 
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où tous les termes d'ordre supérieur au premier en y et z sont omis 
et les vecteurs a, b sont des fonctions analytiques du vecteur cet 
s’annulent pour e — 0. Dérivons l'intégrale (2.6); on a en vertu de 


(2.5) 
(a, ÀAJ,y) + (b, Bz) + [2] = 0. (2.7) 


Le déterminant du système homogène (2.7) par rapport à (2 + m) 
composantes des vecteurs a, b est une fonction continue de cet, 
pour c — Ü,se réduit à À* det B 0. Si donc çc — 0, on a a — b — 
— 0. Les deux dernières nullités doivent rester vraies par continuité 
mème quand le vecteur c a une norme suffisamment petite. 


Le lemme II est démontre. 
La recherche des solutions périodiques dans le système de Liapou- 
nov (2.5) peut se faire par la méthode proposée par Liapounov [77a] 


et développée par I. G. Malkine (voir ([79a, bl). Quelques autres 
aspects du système (2.5) sont étudiés dans le chapitre III. 


DEUXIÈME PARTIE 


APPLICATION DE LA THÉORIE DES FORMES 
NORMALES AUX PROBLÈMES D'OSCILLATIONS 


CHAPITRE V 


ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES FORMES NORMALES 
DES SYSTÈMES AUTONOMES RÉELS 
D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 


En mathématiques, Île problème de réduction d'un système 
autonome d'équations différentielles ordinaires à sa forme la plus 
simple, normale, par changement de variables a été posé par Poin- 
caré [188] et développé par Liapounov [77al et d’autres auteurs. 
C'est A. D. Bruno qui a obtenu des résultats fondamentaux en 
théorie des formes normales (voir [234j], où le lecteur trouvera toutes 
les références bibliographiques utiles). Notre exposé du problème 
donné dans le $ 1.2, bien que fondé sur le travail [234j], se distingue 
par une approche moins générale et par le fait qu’au lieu d'aborder 
les situations les plus générales, nous nous attachons à étudier les 
problèmes d'oscillations non linéaires définies par les systèmes 
d'équations indiqués. Dans le $ 2 les démonstrations seront en partie 
omises. 

$ 1. Généralités 

1.1. Position du problème. Considérons des systèmes de la forme 
= hors + Dex) (“= 1, ..., n), (1.1) 

où xest un vecteur c'e composantes x,, . .-., Zn; ®, (x), fonctions 
analytiques dans un voisinage de 0 dont les développements com- 
mencent par des termes d'ordre non inférieur au second; À,, soit 
des quantités réelles, soit des conjuguées complexes; dans le dernier 
Cas on à Àve — À, Zy — 24, ®, = D. On suppose donc que le 
système réel de départ soit transformé de telle sorte que sa partie 
réelle soit réduite à sa forme de Jordan, celle-ci étant de surcroît 
supposée diagonale. Cette dernière circonstance, en vertu'du théorè- 
me de Weierstrass (voir par exemple [146], n° 1,1.14) a lieu pour) 


: . 
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les oscillations dans un système conservatif ou proche d'un système 
conservatif. 

Il s'agit de réduire le système (1.1), par une transformation 
réversible (mais non univoque en général) 


Ty = y+ «a Ty (Y. Er Un) (v — 1, RC n, Ty (0, 
, 0) = 0), (1.2) 


à sa forme la plus simple (normale) (les développements de Ty com- 
mencent par des termes d'ordre non inférieur au second). Plus 
exactement, À. D. Bruno a proposé [234a] la notation suivante du 
système transformé : 
d 
À = Àys + Ye (5) = AvYr + Ye > £1QY° (1.3) 
QE, 
(y = (Yi: . Un), V = 1, 1 n), 

où Q —(qg, -.., qn)° un vecteur de composantes entières, yQ — 


= yn, ..., y; go, les coefficients cherchés. L'ensemble 3h, 
des valeurs de Q pour une v-ième équation est 


Tys es vis Tvtgs In >Z0, GvZ> — 1, 2921 (1.4) 


{le lecteur ferait bien d’arréter son attention sur le facteur y, dans 
la v-ième équation). Introduisons la notation 3} — JM,U JM: U ... 
U JM. 

La définition de la forme normale est contenue dans le théorème 
suivant que nous énoncerons sous une forme adaptée au problème 
posé dans le n° 1.1. 

1.2. Théorème fondamental de Bruno ([234j]. chap. I, $ 1, n° I). 
Le système (1.1) admet une transformation réversible (1.2) qui le réduit 
à un système (1.3) où les g\q de la forme (1.3) ne sont nuls que pour 
les Q vérifiant l'équation de résonance 


(A, Q = +... + Ann = 0. (2.1) 
Ici À = (A4, .-.., À)" est un vecteur formé par les éléments diago- 
naux de la partie linéaire de (1.3) (et (1.1)). Un système (1.3) qui 
présente les propriétés requises s'appelle forme normale. 
Démonstration. Montrons, d’après À. D. Bruno, l'existence d’une 
transformation formelle (transformation normalisatrice) 


Ty = y, [1 ns k, (y)}, h, (y) — à) h\Qy° (v = huis n) (2.2) 
QÉM, 
qui réduit le système 


(x); 4 (x) = > fax (v=1, ...,n) (2.3) 
QEM, 
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au système 


= bot dt (Yh Eve D &oy (v=1,..., n), (2.4) 
QEM, 
(A, Q)=0 
telle que ge = 0 pour (À, Q) = 0 et qu'on puisse choisir k,Q de 
façon arbitraire pour (A, Q) = O0 (la transformation n'est pas tou- 
jours univoque!), les autres k,Q et g,Q étant définis alors de façon 
univoque. Ici y.h, (y), x,f, (x) et y.g, (y) sont des séries de puissan- 
ces ne contenant aucun terme d'ordre inférieur au second. La trans- 
formation (2.2) réduit (2.3) à (2.4) si les égalités formelles des séries 
suivant ÿYj, +: - +; Yn Sont vérifiées : 


» er unns Cyr rs) = As (+ Rs) + 
I=1 


+ (+h) AG +R), .., ya (+R) (v=1, ...,n). 
D'où, après des transformations évidentes, 


n 
GIDR 
net EAU — — YyE lis — y D Se Viet 
I=1 


CRE cs Yn(+ha)) (V= 1, ..., nr). (25) 


Ecrivons les coefficients qui affectent y,y® dans une v-ième 
égalité (2.5): 


£vQ + (A, Q) Aro = 


oo > RipExr — À D hvvpigir + {(1 + R,) fr} (2.6) 
P+R=Q I=1 P+HR=Q 


(QCM, ; v=1, ...,n), 
où le dernier terme de la somme désigne le coefficient de y® dans 
la série (1 + A4) fe (ya (1 +R), - .., yn (1 + ha)). 
L'ensemble des vecteurs réels à 7 dimensions se laisse ordonner 
strictement par la relation suivante : le vecteur P précède Q (P << Q) 
si la première différence non nulle parmi les différences successives 


D) P;— D . Didi Di si 


est négative. Il est évident que chaque Q € JR est précédé par un 
nombre fini de vecteurs dans 1}. Remarquons que dans tous les 
h;p et £ir Ü = 1, ..., n) intervenant dans le second membre de 
(2.6), les vecteurs PetR précèdent le vecteur Q. Cela est vrai pour 
le premier et le deuxième terme de la somme du second membre 
de (2.6), car on a pour tous les P et KR de leurs indices Zp, + Èr, — 
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= Eqget Ep; > 0, Eg; > 0, aussi Ep, < Èg;, Er; < 2q1- pains 
les {(1 + h+) f,}o ne contiennent que des h;» tels que Zp,; << Zg; 
car la série r.f, (x) ne contient aucun terme linéaire. Les égalités 
(2.5) sont vérifiées en posant 

a) ve — 0: ho == (A, Q)"'cre pour (A, Q)Æ 0, 

b) £a = Co: ve est quelconque pour (A, Q) = 0, QE 1, 
(v = 1..... n). Ici c,e symbolise le second membre des égalités 
(2.6). On détermine de la sorte £gve et k.Q en fonction de Q. Le 
théorème est démontré. 


Remarque. En vertu de la condition b}), la transformation (2.2) 
ne peut Ctre non univoque que si la condition (2.1) a lieu. Si, pour 
Ur ... — Qn == M, la condition (2.1) n'est vérifiée que pour un 
tn fini de valeurs des paramètres de départ du svstème, il est 
naturel de déterminer hk,Q par continuité chaque fois que cela est 
possible. 

1.3. Théorème de Poincaré ([188]). Si les quantités },, . .., Àn 
du système (1.1) vérifient les conditions 


1° MAÉ 2 Pih; (v = 1, ss n) (3.1) 


pour p; entiers non négatifs quelconques tels que p, + ... + p, > 2; 
2° il existe sur le plan complexe des À une droite K passant par 0 
et telle que tous les points À, .... À, soient situés d'un même côté 
de K, 
il existe une seule transformation (1.2) réversible et analytique en 0 
qui puisse réduire le système (1.1) à un système 
d 
+ Sn AUs (Ve: :4s n): (3.2) 
Démonstration. L'existence d’une transformation formelle uni- 
que (1.2) (qui peut se mettre aussi sous la forme (2.2)) conduisant 
à une forme normale (3.2) découle du théorème démontré dans le 
n° 1.2. Mettons l'expression (A. Q), en accord avec (1.4), sous la 
forme 


(A, Q=2> Qi = —hs+ 2 PM (v = 1, . n), 


OÙ P, = 44 + 1 et les autres Ps = q- Les D. .- .., Pn Sont non 
négatifs et p, + ... + Pr > 2. En vertu de (3.1) on a (A, Q) + 
0: par conséquent, d’après le théorème fondamental de Bruno 
tous les g,Q s’annulent et tous les k.Q se laissent définir de façon 
univoque (voir la condition a) en fin du n° 1.2). 
Nous terminons la démonstration là ; le lecteur qui voudra s'assu- 
rer de la convergence de (1.2) est prié de se reporter à la fin du n° 2.4 
(voir aussi [188]; [96], 1"* édition). 
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Remarque. Dans le cas réel considéré ici le spectre À,, ..., À, 
est symétrique par rapport à l’axe réel. De ce fait, la condition 2° du 
théorème de Poincaré sera vérifiée non seulement par la droite À 
mais aussi par sa symétrique À par rapport à l'axe réel, donc aussi 
par l'axe imaginaire du plan des À. Il suffit donc de s'assurer quela 
condition 2° du théorème est vérifiée par rapport à l’axe imaginaire. 


$ 2. Notions supplémentaires 


2.1. Quelques propriétés des transformations normalisatrices. En 
fin de la démonstration du théorème fondamental de Bruno (n° 1.2) 
nous avons dit que les coefficients k,;Q de la transformation normali- 
satrice (1,2.2) se définissent de façon univoque pour les termes non 
résonants, c'est-à-dire pour (A, Q) Æ 0, et se laissent choisir de 
façon arbitraire suivant les termes résonants. c'est-à-dire pour 
(A, Q) — 0. D'autre part, bien que la structure de la forme normale 
soit fixée pour la numérotation choisie des variables, ses coefficients 
go dépendent du choix des coefficients de la transformation norma- 
lisatrice. [1 est naturel de supposer que les transformations suivantes 
des variables effectuées suivant les seuls termes résonants auront 
pour effet de réduire une forme normale à une autre. Nous voyons 
ainsi se préciser la signification du théorème de Bruno sur la trans- 
formation des formes normales ([234j], chap. 1, $ 1. n° IL): 

Si la transformation 


y, =2, [1 +d,(z)l (v=1,...,n), (1.1) 
2, 
2 = DE D dQ2z 
_ QEM, 


a pour effet de réduire la forme normale (1,2.4) à une autre forme nor- 
male de même structure, on a dig = 0 pour (A, Q) Æ90, autrement 
dit, la transformation (1.1) ne s'opère que suivant les termes résonants 
(c'est-à-dire tels que (A, Q) = 0).! 

Désignons par ES (y) une transformation de cette nature 


E (y) =yv11+ » h.@r°] (v =1, ss A}; (1.2) 

QE, 
(A, Q@=0 

et considérons-la comme partie « arbitraire » de la transformation 

normalisatrice (1,2.2). Supposons que les séries (1.2) soient conver- 

gentes. Pour qu'il en soit ainsi, on peut admettre en particulier que 

tous les k;Q dans (1.2) soient nuls, c'est-à-dire que 


Ex ("M =ys (v=1,...,n). ” (1.3) 
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I] ressort du théorème % de Bruno ([234j], chap. 1, $ 1, n° III) 
que si les séries (1.2) sont convergentes, toute transformation norma- 
lisatrice (1,2.2) sera convergente (ou divergente) chaque fois que 
l’une quelconque des transformations normalisatrices (1,2.2) sera 
convergente (ou divergente). 

2.2. Classification des formes normales et leur intégrabilité. Con- 
sidérons le cas où l’on a dans (1,1.1) 


Re; SO (j—=1,...,n), (2.1) 
c'est-à-dire le cas où il n’existe,.sur le plan complexe des À, aucun 
point À,, - .., À, qui soit situé du côté droit de l’axe imaginaire. 
Introduisons les notations 

À = —u, + iv; Gi=V —1; j = 1, .. n) 
et, en supposant que la matrice de la partie linéaire du système de 
départ admet L valeurs propres imaginaires pures conjuguées ou nul- 
les (0 L/< n), indicions les variables de telle sorte que 
O=pu =... = pi < hp Res. S La: (2.2) 


Introduisons les vecteurs 


UP Vi 
M=—| - , N=— 
Hn Vn 
pour avoir 
A = —M +iN. (2.3) 


Soit V = (v,, .-.., v,)" un vecteur de dimension 7: désignons par 
V' = (v,, ..., vs) un vecteur de dimension Let par V” == (Ur+,, … 

., Un)* un vecteur de dimension n — L. L’inégalité V => 0 veut 
dire qu'on av, >0, ..., v, > 0. Par exemple, on a d’après (2.2) 
M' = 0, M” > 0. 

THÉORÊÈME DE BRUNO sur la structure des formes normales 
([1234j], chap. 1, $ 2, n° 11). Sous les hypothèses consenties la forme 
normale S’écrit 


Yy=yy+ Vs G=1,..., D, (2.4) 


: n 
Ya = Xÿn + 2 On jy; +2 bha,, --- Qn-sÿrie ... yih-t (2.5) 
= 


(k=1+1, ...,n). 


Ici \p;, b3, D ... {n-1 Sont des séries de puissances de y,, . .. 


.., Y13 Opn = 0. La première somme de (2.5) concerne les j > b 
qui vérifient la condition (2.7), la deuxième, les entiers gy+41, + - . 
-., Qn-1 qui vérifient la condition (2.8). 
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Démonstration. Dans la forme normale (1,2.4) on a gvo z 0 
seulement pour Q € M., (A, Q) = 0. En vertu de (2.2)et de (2.3) 
la dernière équation (équation de résonance) est équivalente à un 
système de deux équations 


(N, Q) = 0, (M, Q)= qisihi+a + - + + Gnln = 0. (2.6) 


Afin de mettre bien en évidence le numéro de l’équation à laquelle 
correspond Q dans la forme normale, nous affecterons Q d’un indice 
approprié. La deuxième équation (2.6) n'admet que des solutions 
Q € MR, telles que Q@ = 0 pour v < L. Pour v > l les solutions de la 
deuxième équation (2.6), si elles existent, sont telles que 


Qs — €; — €, S | BH — y (2.7) 
ou 


m 
e « 
Q; = 2. 4je;— € 


(gg 2>0,1+1<m<v, um <us; 2 D qu = hv). (2.8) 


Si donc v < !, on à qr4, = .-.. — qn —= 0; autrement dit, les 
Yitjs + + + Un interv iennent dans b, (voir (2.4)) à la puissance zéro. 
Les +; sont donc indépendants de y”. Si par contre v > L, alors les 
Q sont de la forme (2.7) et (2.8). Les termes écrits dans (2.5) corres- 
pondent précisément à ces Q. Le théorème est démontré. 

Considérons quelques applications particulières du théorème. 

a) Soient = 0et0<yu, < ... << u,. Le système partiel (2.4) 
fait défaut alors, les coefficients des séries dans (2.5) deviennent 
constants, et la forme elle-même est triangulaire, 


T 1v=1 
y e L} V— Î 


y, = À,y,+ à byn,.… URL AT (2.9) 
NN; 50), 


où la somme est prise suivant tous les entiers non négatifs q,, .: . 
., Jv-1 tels que 


hi TUE Tes Gv-1hv-1 
(lisse vel: sh) (2.10) 


Cette forme normale a été déduite par H. Dulac © [48 Les équations 
(2.10) admettent un nombre fini de solutions (aucune si le théorème 
de Poincaré (n° 1.3) a lieu). Les seconds membres de la forme nor- 
male (2.9) sont donc des polynômes. Les équations (2.9) se laissent 
solutionner successivement par quadratures. 

b) Soient À, — ... — À, = 0. Intégrer la forme normale (2.4), 
(2.5) revient à résoudre le système d’ordre L (2.4)et à prendre ensuite 
des quadratures comme dans le cas précédent. 
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c) Supposons que À; admet m paires de valeurs propres À; imagi- 
naires pures (0 << m < {/,l) et L — 2m valeurs propres À; nulles. 
Ce cas est traité dans [234j], chap. I, $ 2, n° IT. 

d) Soit L = n; le théorème n’admet alors aucune simplification. 

2.3. Notion de transformation de puissance. [1 existe des trans- 
formations birationnelles 


Zz=y" y (v—=1,...,n) (3.1) 
(«,y réels, À = || &,y ||f, det À Æ 0) 


qui permettent d'abaisser l'ordre de la forme normale (1,2.4). A cha- 
que coefficient g:9 += 0 dans (1,2.4) on fait correspondre un point Q 
du treillis des entiers à r dimensions Jt = M, U Je U ... UM. 
L'ensemble des points de cette nature est désigné par © (Ga). 
Autrement dit, l’ensemble © (Go) appartenant à JR se définit par 
les conditions suivantes: 


(A, Q) — 0, Q € R,, Ga = (£iQ 9 +. 9 EnQ)° Æ 0. 
Introduisons les notations 
‘In y, In z, 
In YŸ=— | . In Zz = 


In y,, Inz, 

et écrivons le système (1.2.4) et la transformation (3.1) comme suit: 

di 

+ =At+ D Ga exp (In y, Q), 

QET(GQ) 
Inz= A in y. 
La transformation (3.1) réduit le terme y à 
3 = exp (In y, Q) = exp (A! In z, Q) — 
= exp (In z, A-1#Q) — zA°!°Q, 


aussi 
dinz =, diny A=t* 
7—-=A——=AA+ D AGgzi "e. 
QET(GO) 
Introduisons les notations 
P = A-1*Q, Gp = AGQ (3.2) 
et mettons le dernier système sous la forme 
dinz 6 = 
H—=AA+ } Gprzp. (3.3) 


PET(Gp) 
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L'ensemble T(Gp) des points l de cette nature pour lesquels Gp 
7 0 se laisse déduire de (Go) par la transformation linéaire (3.2), 


D(Gr) = A D(Go). 


Le système (3.3) n'est pas forcément du même type que le système 
de départ, en ce sens qu'il ne doit pas obligatoirement ètre analytique 
dans un voisinage de 0. Or, s’il est analytique dans un voisinage 
de 0 et si le système de départ est une forme normale, le système 
(3.3) est lui aussi une forme normale (pour la matrice entière A). 

La possibilité de l’abaissement de l’ordre est résumée par le 
théorème de Bruno sur la transformation birationnelle ([234kl), 
chap. I, $ 2, n° [): 

Soit d le nombre des Q linéairement indépendants appartenant à 
et vérifiant l'équation (A, Q) = 0. JL existe une transformation bira- 
tionnelle (3.1) de matrice entière unimodulaire A (&,; entiers. det À — 
— +1) par laquelle la forme normale (1,2.4) se réduit au système (3.3). 
Les d premières équations de (3.3) forment un système d'ordre d, tandis 
que les autres se réduisent aux quadratures. 

Les procédés de construction efficace de la matrice À sont décrits 
dans l'article [234c|]. 

2.4. Théorème de Bruno sur la convergence et la divergence des 
transformations normalisatrices. Isolons dans la transformation nor- 
malisatrice (1,2.2) les séries (1.2) construites suivant les termes 
résonants. Formulons, d'après [234j] ($ O0, n° II) les conditions 
©, w et A. Posons 


o, = min |[(A, Qisur (A, QÆU, ga +... +qn <2À. 
Condition w : 


+ 
— > nn < co. (4.1) 
h=1 
Condition w: 
—— | 
lim — TE < ©. (4.2) 


Avant de passer à la condition A, rappelons que les inégalités 
(2.1) sont supposées partout vérifiées. Désignons comme dans le 
n° 2.1 par À, .. ., Ày (0 LIL n) ceux des À, qui sont situés sur 
l'axe imaginaire. 

Condition A’: Zl existe une série de puissances a (y,, . .., yi) 
telle que dans (2.4) 


Ÿ; = À ya (j —= 1, 7 l. 
Passons à la condition A”. Deux cas sont à distinguer ici: 
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1*) les quantités À,, . .., À, sont commensurables deux à deux, 

1**) il existe, parmi ces quantités, au moins une paire incom- 
mensurable. 

Condition A”. Si A correspond au cas 1*). les séries b,; dans (2.5) 
(k, j—=1+1,..., n) sont arbitraires; si À correspond au cas 1**), 
il existe en outre des séries de puissances ay4,, . - ., An de y], . - ., Yi 
telles que 

a) si Q EM, (M, Q) = 0, on à qr+ar+s + - : + + Indn = 0, 

b) la matrice (n — 1) X (n — 1) 


B = || by; — Ôpy (Ana + a») |f +: 


(6,; est le symbole de Kronecker) est nilpotente, de sorte que B"-! = 


En supposant que les inégalités (2.1) aient lieu comme nous 
venons de le préciser, la condition A réunit les conditions À” et A”. 

Théorème de Bruno sur la convergence et la divergence des trans- 
formations normalisatrices (1234j], chap. II, 111). 

19 Si À dans le système convergent (1,1.1) vérifie la condition w et 
une forme normale (1,2.4) vérifie la condition À, la transformation 
(1,2.2) de (1,1.1) en (1,2.4) est convergente si et seulement si toutes les 
séries (1.2) sont convergentes dans un voisinage de C. 


20 Si pour la forme normale (1,2.4) les conditions w et À tombent 
en défaut séparément ou ensemble, il existe un système convergent 
(1,1.1) qui admet (1,2.4) comme forme normale et qui ne peut étre 
réduit à une forme normale que par une transformation divergente. 

À titre d'exemple, reprenons le théorème de Poincaré (n° 1.3) 
appliqué à un système réel où la droite À se confond avec l'axe ima- 
ginaire. ]l est évident que la condition À est alors triviale (vérifiée 
automatiquement), que 


op = min [qi +... + gun | > min | Re À, | = Cte > 0 


et qu'on a aussi une constante dans le premier membre de l’inéga- 
lité (4.2), ce qui veut dire que la condition w est vérifiée. Puisque 
dans les conditions du théorème de Poincaré la transformation 
normalisatrice est de surcroît univoque, elle est convergente dans un 
voisinage des valeurs nulles comine nous l'avons signalé dans le 
n° 1 


$ 3. Calcul pratique des coefficients 
de la transformation normalisatrice 
et de la forme normale 


3.1. Identités fondamentales. Soit un système oscillant défini 
par un système autonome réel d'équations différentielles d’ordre n. 
Supposons que celui-ci soit diagonalisé et que son second membre 
soit analytique dans un voisinage des valeurs nulles avec des coef- 
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ficients complexes en général : : 

diy v À LV 

Hd À ,t, + », djnT Th + D CHNE SEA D + .. » (v = 1, 7 n). (1.1) 


Ici et partout dans la suite, on fait la sommation par rapport 
aux indices qui interviennent deux fois et qui parcourent les valeurs 
., n; les coefficients sont symétrisés, 


ra 
ah; — ajhs b{jhn) = id. (v, j, h, k = 1, .…..) n) 


et {af ... w} est partout une permutation des quantités &, f, ... 
..., D. 

En vertu du théorème fondamental de Bruno (n° 1.2), il existe 
une transformation normalisatrice réversible (mais non univoque 
en général et quelquefois divergente) à coefficients complexes en 
général 

Tj = UV]; DXCAIUE n D Bnnt YmYp ef 1 9 
(air = An Blimps = id.; j,l,m,p =1,...,n), 


qui réduit le système (1.1) à une forme normale 


dyv 
a =Aystys D) oui... yon (v=1,...,n). (13) 
(A, Q}=0 


Ici À et Q sont des vecteurs de composantes À,, . .., ÀA et qi ... 
. An respectivement, où g sont des entiers: 


> 1, >0GÆv) jm +... + >1, (1.4) 


et g,Q est le symbole général des coefficients de la forme normale. 
Dans (1.3) la sommation ne concerne que les fermes résonants qui 
vérifient l'équation de résonance (voir (1,2.1)) 


(A, Q=qgh +... Lqnhn = 0. (1.5) 


Symétrisons les coefficients de la forme normale (1.3) et écrivons 
cette dernière de la façon suivante: 


dyv 
= ot D Dim + D And mYpt ee. (=... 1) 
(1.3a) 
(PF = Pin X{imp} = CR id. V, l, m, P = 1, 9 n). 
Il va sans dire que dans (1.3a) les coefficients non nuls @j», Ximp 


se définissent à partir de (1.3). La transformation (1.2) réduit "(1 1) 
à une forme normale. Sans aller au-delà de la troisième puissance 
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des variables, écrivons les identités formelles 
Yo + D) Qim (YEUm + ViUm) + À) Bimp(Y1YmY p + YiYmŸ p + YiYmYr) + = 
= Ayo + As D GinÿiUm + Av Di BimptYmY p + 
+ ah (us + cényiym) (ur + D Gimÿ Um) + 
HE bay ynyn +... (v=t, 2), 


où la prime marque les dérivées par rapport à t et les points de 
suspension désignent les Lermes omis d’ordre non inférieur au qua- 
trième. 11 vient alors en vertu de (1.3a) 


D Pat im + À KimpY1YmY p + À im LA + À m) Wim + Ym 2) Php Un + 
+ gi D pruayp) + D Bip (+ Am + Ap) YU mYp + +. = 
= À, À GinÿiUm + Av D Bip iYmY p + D ny sn + À A EimY JU Um + 


+ 2hE in nY Um + D binkY jUnYn Tr ue (v = 1, .. n). 


En changeant les indices de sommation et en symétrisant les 
coefficients dans les sommes, nous en déduisons les identités fonda- 
mentales 


D Pat im + D) Lmp/iYmUp + 
2 . .: | | 
DA 73 > (Por + e 2H + QE Pin) YiYmYp T. 
> (A Re Àm — À,) ŒimY1Ym + > (A; + Àm + Ap— À) BimpY 1 m4 p + 5% 
= D Gif im + D! Oimpf Um p + 


++ > (aa + CAC + a}yX im) YiYmYp +... (1.6) 
vel: n). 
3.2. Alternative de calcul. Introduisons les symboles 
ai, = | 1 : Ày= + nm 
OS À tm; 
Au = | 1 . Ây= + ÀmTAp 
0 si A ZA À + 
(v, 1,m, p=1,...,n). 
On a une alternative: 


1° Supposons que les valeurs de v, !, m, p (et des paramètres 
réels du système oscillant de départ qui affectent les À,, Àr, Âm: Àp) 


(2.1) 
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soient telles que les parenthèses de la quatrième, puis de la cinquième 
sommes de (1.6) soient non nulles (A}, = 0, puis A}, = 0). Com- 
parant les termes en Yy;ÿm, Puis en y;ÿmÿYr dans le premier et le 
second membres des identités fondamentales (1.6), nous remarquons 
que dans l'hypothèse admise le terme indiqué de la première somme, 
puis de la deuxième somme du premier membre sont toujours absents. 
En effet, reprenons la représentation (1.3) et mettons le terme ert 
Ym de la première somme sous la forme 


Y vin U mu. 


Pour ce terme on a (A, Q) = 4,-1 + 4,-1 + A,-(—1) 0 confor- 
mément à l'hypothèse admise sous 1°; or, conformément à (1.3), 
sæuls interviennent dans la première somme du premier membre 
de (1.6) les termes pour lesquels on a (A. Q) — 0. On s'assure d'une 
façon analogue que, dans l'hypothèse consentie, le terme en y;ymYn 
n'intervient pas dans la deuxième somme de (1.6). On obtient en 
identifiant dans (1.6) les coefficients des termes du deuxième degré 


9 im (2.2) 


puis les coefficients des termes du troisième degré 


n 
1 2 5j j ] 
Bimp = D {bin Ta. >. [ahahp + Gimp + GjpLim — 
j=1 


— (api, +an+ayp)]}. (2.3) 


Soulignons que, comme nous l’avons déjà signalé, les formules (2.2) 
et (2.3) sont vraies dans la mesure où les valeurs 1, ..., n prises 
par les variables v, !, m, p n'entraïînent pas l'annulation du déno- 
minateur de la formule correspondante. 

20 Supposons que les valeurs de v, !, m, p (et des paramètres 
réels du système oscillant de départ) soient telles que les parenthèses. 
de la quatrième, puis de la cinquième sommes de (1.6) soient nulles 
(A}, — 1, puis A},, = 1). Cela signifie tout d’abord qu'on peut 
choisir les valeurs correspondantes de a}, puis de f},, de façon 
arbitraire, en particulier les annuler ou les déterminer par conti- 
nuité en fonction des valeurs des paramètres réels. Nous avons déjà 
fait remarquer cette circonstance (voir la condition b) en fin de la 
démonstration du théorème fondamental de Bruno, n° 1.2 et Île 
commencement du n° 2.1. Ensuite, dans l'hypothèse admise on 
a (A, Q) — 0. En comparant les termes en y;y». puis en yiYmYp 
dans le premier et le second membres des identités fondamentales 
(1.6), on détermine cette fois-ci les coefficients symétrisés de la forme 


112 £LEMENTS DE LA THÉORIE DE FORMES NORMALES (CH V 


normale (1.3a) qh, puis Y}mp- Il vient 


Fin Bindin (v, Lim=t, :is n), (2.4) 


Lin — D Amp {bnp + + Fe S la ap + CRC 5 w 2} Lim -— 


2=1 
— (apr, Re ar +ax,pi,)1} (v, l, m, P— 1; .. n). (2.5) 


Soulignons que les formules (2.4) et (2.5), bien que déduites 
pour le cas 2°, restent vraies pour toutes les valeurs des indices, 
en particulier pour le cas 1° où les valeurs correspondantes de v, 
1, m et p seront nulles en vertu de (2.1). 

Plaçons-nous dans le cas 2° et montrons qu’en choisissant !) 
An = O (ày = À + Àm), tous les termes de la somme entre paren- 


thèses dans (2.5) s'annulent. Par exemple, montrons que «jp, = 0 
{ = 1, ..., n). Supposons d'abord que 47, = 0; il ressort alors 
de (2.4) que q, = 0, ce qui confirme notre proposition. Reste 
à considérer le cas où Bin = 1, c'est-à-dire où 


À; — hs + hp. (a) 
Toujours dans le cas 2° on a A}, = 1, ou 
hy = Ài + hm + Àp. (b) 


Retranchant (a) de (b), on obtient À, — À; + A4, soit Aÿ = 1: 
en vertu du choix adopté on a +}; — 0, soit de nouveau ap, = 0 
G = 1,..., n). Pour les autres termes de la somme entre parenthè- 
ses la démonstration est analogue, car ils se laissent déduire des 
premiers termes de la somme par une permutation circulaire des 
indices. 


Si donc tous les coefficients quadratiques arbitraires de la trans- 
formation normalisatrice ont été pris nuls, 


aÿ, =0 pour A}, = 1, 
ou si aucun terme n'intervient dans la forme normale à la deuxième 
puissance, la formule (2.5) devient plus simple: 
: . ° e 
Lan = Amp {bnp ++ D lahanp + GimApt + dj] } (2.6) 
J=i 
(v, l, m, p=1, ... n). 


1) Un tel choix entraîne de toute évidence A}, aïm = O(v,l,m=1, … 
cn). 
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Le procédé général de détermination des coefficients de la trans- 
formation normalisatrice et de la forme normale est décrit dans la 
démonstration du théorème fondamental de Bruno (n° 1.2). Le 
procédé que nous venons de décrire nous semble mieux adapté aux 
applications oscillatoires, d’où le qualificatif pratique. 

3.3. Forme normale et transformation des identités fondamentales. 
Introduisant des notations uniformes pour le système de départ 
diagonalisé (1.1), la transformation normalisatrice (1.2) et la forme 
normale (1.3a), nous les présenterons comme suit : 


dry 


R_— À yTy+ D a} 5,5, Ti, + sa SE > aÿ Ti, .….. Tj, in 
(v= 1, ...,n), (3.1) 
Ty = Yy-i À aÿ j Vi Vi, + + D aj.. D Vi, eee Yi, te. 
(NS ls: n), (3.2) 
_dyv. ÿ Q 
a = À,y, + > Pi ViUi, + + >» Pr. Vi, ss Vi, + ... 
(v= 1, ...,n). (3.3) 


Rappelons que les coefficients sont partout symétrisés, c'est-à-dire 
invariants par une permutation arbitraire des indices inférieurs : 


«° . v e . . 
abs id. died, ici  (G4) 
Gb ss = 2.9 222) 


et que la sommation par rapport aux indices intervenant deux fois 
se fait de 1 à r indépendamment des autres indices, chaque fois que 
le contraire n'est pas spécifié. 

Nous utiliserons d'ailleurs aussi une écriture condensée : 


Le) 
dr v 
Ta — D Ain: %3, . Ti, (V==1, ss n), (3.1a) 
= Î 
O0 
Ti — 
H— 


> aÿ...i Vi -.. V5, (v=1, ...,n), (3.23) 


aj = hsôvy, Qj = ôyp Pj = Aôvn (3.5) 


et Ô,; est le symbole de Kronecker, 6,, = 1, 6, =0 (j# v). 
Portant (3.2) dans (3.1), nous obtenons en vertu de (3.3) les iden- 
tités formelles suivantes (identités fondamentales sous forme géné- 
8—01570 
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rale) : 

Aout D pr sms, + ce HD Q} Un ce Vie. 
+ D a (us, +vaus)+ + D of. 5 (ynus, +. gr +. 
Yi... EME ER FIVRREEE Yi, toi, yi, US, )+...= 
= yy HA, À avi, +... +À, dt … Yj Lee 


# 
+ js, (D av; +. .+Dan. tra he.. 
œ 1 ..… ; CCE d œ 3 | ee 
+ à jh. Ps Ya + )(& VAT 
NE | DES Yo... y 
Fons bit .….. Ygt...+ a TRS j y )+... 
j 
+2 ai. 3, Œ va + 4 ee +ÈD a aux Va CERN) 
.+ à ai | y 1 . Ed 
jie--ik- xt 71 Jk-x+1 
j 
° X (D a EU x + .. +S xY : YxT... 
h j1--.39 À] j6 
j 
….+Ücé Hysia ds Durs) 
OR EE Jk-n+1 


EU PRE À 
Tirons de ces identités les termes où les variables interviennent à la 
puissance À, compte tenu de (3.3), 


Se 


DR de Si | 
à Pÿ 5,5, *- . y, + À 5, .; Qj,...i,05, +. Y8, V5, -<- 
19 


sc. Yi, pe Pi AT Yu Yu 
D cc ges 10 RL 3 k-x+1 


++... +) asus ee y = RU Ur eee Vi 


è { ; 
+ à > | ai... > œ; F ax Lx 
KX=2 jo co Îy Hit +thek He M Feu, 

# 
VV ,Y ire 3.6 
AL Er VARRAPR SE + 2 Aj,...5,Ui, c + Yi, (3.0) 
1 * 
(v=1, :..,n), 


OÙ Mis + + «y Un, Sont des entiers naturels. 
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Comparons maintenant les coefficients de y, . .. yy,, où ji, . .. 


., jr est une suite donnée quelconque d’entiers naturels dont 
aucun n'est supérieur à 2. Obtenant pendant le calcul des coeffi- 
cients non symétriques, on doit les symétriser, car les coefficients 
cherchés sont soumis aux conditions (3.4). Prenons le deuxième terme 


du premier nombre des identités (3.6) et, dans chaque terme de la 
# 


somme ÿ, faisons un changement d'indices de sommation: les 


Le 
indices jj, + - ., Ju-1s Ju+is + + + Jx Seront changés respectivement 
en y, - -., ie, l'indice jÿ, en à, les indices jh, . .., jk-x+1 en ix 


btp» + < -, n respectivement. Il devient évident que tous les termes 
4 


à . . a e 17 
de la somme D sont identiques et que la somme peut être assimilée 
U= 1 
à un de ses termes pris %x fois. Pour symétriser ce terme, examinons 
toutes les combinaisons p,, ..., p., d'entiers naturels 1, ..., * 


pris X — 1 à x — 1 (désignons leur nombre par CE"). Enfin, dési- 
gnons les indices de sommation ë,,, . .., px par js - + + Jp, 


+ 


et les indices ë,, . .., i, qui restent par jx, jez1, - - «, je. 
Nous avons donc effectué les transformations 


y “7 | 
> > &j, sen pu an Yi, "7° Yi à 
mi : . JL 1°" h=x+i 

Je ose cos 2h x+1 


X Y;j ... U; ds = 
U;j 95,9 qu y Eu 


v î = 
mc > Mi... i,niPi tn Ui ce. Vi, — 


.., Put RU : Q 
= v | | ) | ° CCE i ( 3 : . + ; 
" e ei Si one e Lip VPy P 44 CE ik Ji Hi 


(v=1,...,n). (3.7 


Jci Si". de désigne la sommation suivant toutes les combi- 


naisons d'entiers naturels 4, ..., k pris x — 1 à x — 1. Remar- 
quons que les j,,, ..., jh, Peuvent être identiques (même tous 


ensemble), car les j, parcourent pendant la sommation (au même 
titre d’ailleurs que les j4, jx+1, . . ., je) les valeurs 1, ..., n indé- 
pendamment les uns des autres. Quant aux indices des à ou des j, 
ils sont tous distincts, c’est pourquoi nous parlons des combinaisons 
et non pas d’un autre type de groupement. 

Passons à la transformation du deuxième terme du second membre 
dans (3.6). Changeons les indices de sommation ji, . .., jjus - - - 
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RS ju, (Uy +... +ux = k) en j,, ..., jr. Afin de 
symétriser Îles coefficients de Yy,--- Yy,, examinons toutes les 
combinaisons p,, ..., Pu, d'entiers naturels 1, . .., k pris u, à u, 


(en désignant leur nombre par C%'), puis toutes les combinaisons 
Pui+is + + + Puiru, de *# — u, entiers naturels qui restent 1, ... 
..., EX Pis «+. Pu, Pris Ue à ue (en désignant leur nombre par 


k=u.) et ainsi de suite, jusqu'aux combinaisons p4-u ES 
+... Pr-u, de Ux + Hx entiers naturels qui restent 
ss RNPas ces Puis Putain ses Pr-u,-u,-1 Pris er à Mx- 
(en désignant leur nombre par Cu ). Nous avons donc effectué 
la transformation 


ñ Îx 
> TEE à | .. Lx, je Y;1 ... Y;: ... ÿx .….. V;x — 
1 By 1 


4 71 lu 1 [TR 
ÿ:. 0 Ju 
— > : Core à qe Le” De ee 
H, He H,1 se... Pc CEE Php a L' 
LQ e ee 4 | 
Pu + .. Pu +u Pi: .... Pu ê: se 
X 1 1TPe 1 . - 
Ne # S,. ...., k'\p 9 + Pu S, PR  - æ PR œ; ep É J 
1 1 Ps Puy  uyti Hilo 
t 
+. = e . Œ. te KA Œ.* ® Yj, ee © Yi, (3.8) 


3p jh te -dps_ Jpp _ | 
Ps bert Peu, “PR-u +1" "°pg 


Ici s,". ou ; Ps désigne la sommation suivant toutes les combinaisons 
Die sa Du d'entiers naturels 1, ..., À pris , à lu; 


Puit... P ae 
ST avpar it Ppy, Ja Sommation suivant toutes les combinai- 


SONS Pyitir + «+ Puitu, de À — pu, entiers naturels qui restent 
4, ..., EX Dis + + + Du PriS Mo à Le, et ainsi de suite. 
Maintenant, en utilisant (3.7) et (3.8), symétrisons (3.6): 


2 Pi... Vi Ru Yi, + 


9 ce. ES Ÿ . | e . 
+3 _æ nX=1 SA" pe S s ein Pins Vire + Vin + 
i=1,, spot 
+ > ii. des AT AU LP ce JT > a... Vi VE T 


1 n 


+> > RS D 2 7 
#=2 1, ..., 1,51 Hitoo.+h=kf,, ..., mt 
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D. a _—__ _ — Pk-p-n, tt ee: PR-u, éreté 
CMiCHa . Chi 1... k pis... PR U—-H_ 
k  Kk-u, Hit lx 
Aile SPui+i: °.., Pu,+u, SP1 tte TPE A ai: % Ne 
1, -.., RP)... Pa, 15.558 2p,°° "pu, Tpu+1i """Pu;+u 
+ œix- Î : : 2€ 
ee e À Œ.* 1 Œ K Q Yj, CRC Yi, (3.9) 


j ee J , 
PR-u,-u,_j+1 Php, ‘Pk-u, +1 Ph 
(=: 0): 


3.4. Alternative de calcul dans le cas général. Introduisons 
le symbole 


4 si À, — À +... + À 
A de, = v J J° 
D -{ Os AA, +...+A, (4.1) 
(V, ju Les TR li … n). 
On a une alternative: 
1° Supposons que les valeurs de v, j,, . .., j, (et des paramètres 
réels du système oscillant de départ qui affectent À,, À, . .., À5,) 


soient telles que la parenthèse de la dernière somme dans le premier 
membre des identités (3.9) soit non nulle, si bien que A? ….àÿ = 0. 
En comparant les termes en y,, . . . y,, dans le premier et le second 


membres de (3.9), nous remarquons que, dans l'hypothèse admise, le 
terme correspondant est toujours absent dans la première somme du 
second membre. En effect, reprenons la représentation (1.3) et met- 
tons le terme en y,,...y,, sous la forme 


PRE TEE UT 
Pour ce terme on a (A, Q) = A1 -+... +A,.-1 + À, (—1) 
#Æ 0; or, conformément à (1.3), seuls interviennent dans la première 
somme du premier membre de (3.9) les termes pour lesquels on à 


(A, Q) = 0. 


Identifiant les coefficients de y,,...y;,, dans (3.9), nous obte- 


nons la formule qui définit les coefficients de la transformation 
normalisatrice (3.2): 


Ai. 
v _ | \ 
ES PRERE jet j, Av Jah (4.2) 
A+... +h—l%0:v, ji... jt, ...,n), 
où 
v v 
A nl TS RS 
h-1 n i 
D 
X= 2 proces 14 À Hytooct+th,=8À h hu," Culitu, 
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NS Bent PR D, GPHiti--Phitus “ 
1,...,h pes... Ph Hu 1,...,kNXpy, ..., Put 
« CCC i i 
< Sir ALI ; a; ; .. ain j 
Pa" lu “Pyu,+17 me Php -0,_1+1 "7" Ph-u, 
# UE 
pe _ h,, +1 PR E- i=! ne Es js +1. 


(v, lus 7 ns D .., n). 

29 Supposons que les valeurs de v, j,, . .., j, (et des paramètres 
réels du système oscillant de départ qui affectent À,, Ày,, ..., 2) 
soient telles que la parenthèse de la dernière somme dans le premier 
membre des identités soit nulle, si bien que Aÿ ...;, — 1. Cela si- 
gnifie tout d'abord que la quantité a; ...;, peut être choisie quel- 
conque, en particulier nulle, ou bien déterminée par continuité en 
fonction des valeurs des paramètres réels. Ensuite, en comparant 
les termes en yy, . . . yy, dans le premier et le second membres des 


identités (3.8), nous obtenons cette fois-ci la formule qui définit les 
coefficients symétrisés de la forme normale, 


Pi... = A5... (vs js... ju, ...,n). (4.4) 
Résumé. EN les deux formules Aj ...;, joue un rôle de « gar- 
dien ». En effet, si dans (4.4) Aÿj,...;, — = 0. on a P...i, — 0 


(cas 1°). Si A; …ù = Q +... +, — À, = 0), la fraction 
figurant devant le crochet dans (4.2) cesse d’avoir un sens car elle 
devient indéterminée ; nous tenons à rappeler au lecteur que la valeur 


de a;j,...;, peut alors être choisie de façon arbitraire. 
Expliquons une fois de plus les notations adoptées dans (4.3). 


Les quantités CHEF A (et ais... 4.) ai... Pi sont les coef- 
ficients symétrisés du système de départ diagonalisé (3.1), de la 
transformation normalisatrice (3.2) et de la forme normale (3.3), 
avec a} — Ôyn, 4 — Ajôjn (ôyn est le symbole de Kronccker). Les 
formules (4.2) et (4.4) sont des formules de récurrence : les quantités 
a et qui y interviennent sont des coefficients des degrés allant 
jusqu’à (4 — 1) inclusivement. Les pu, . .., x_, sont des entiers 


naturels, C!, est le nombre de combinaisons de m éléments pris Là l: 
5 ‘‘‘Plu désigne la sommation faite suivant toutes les combinai- 


SONS P,, : +, Pn, d'entiers naturels 1, ..., À pris l) à lu; 

? ° ‘P # Q Q e 
docs An désigne la sommation faite suivant toutes 
les combinaisons Dai ... Putu, de k# — up, entiers naturels 


qui restent 1,..., £ Xp. . .., Pu, pris Le à ,, et ainsi de suite. 
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Enfin, les jz, jus, . . .. jR désignent ceux des indices j,, . . ., jr 
qui restent après la soustraction des j,,, . . ., jp, _4* 

3.5. Note sur le passage des coefficients symétrisés aux coef- 
ficients ordinaires. Supposons que les indices j,,...,j, (qui prennent 
en général des valeurs 1, ...,n de façon indépendante les uns des 
autres) soient disposés de telle façon que les y premiers indices soient 
. différents (1< y < k); supposons en outre que j; intervienne 

j fois, ..., jy intervienne M, fois (m;, + ... + m; = k). 


ne N des differents arrangements de ces indices s'écrit 


. 1 
N = ——*—. (5.1) 
71 . eee F4 
Cela revient à dire que la somme 
n 


> a  ;, Zi, ... ZX; 
je Jp 1 pe 1 k 


comptera au total N termes semblables en r; ... r,,. De ce fait, 


N est le facteur de transition des coefficients symétrisés aux cocffi- 
cients ordinaires quand tous les monômes de la somme sont diffe- 
rents. 
3.6. Formules des coefficients des termes du quatrième degré. Pour 
k — 4 la formule (4.3) nous donne 
n 
YV J v ii v i 
+ D (Sans, — Sakiqiss, + Sais sais, — 
i ! 
CL 
v 1 h : , à ; 
— Saj ;, Gi) + G Y Sara; ai, (4 Ji J: J3° Ju — 4 ...7 n). 
i,h: 1 
Ici S est la somme de toutes les combinaisons (des entiers 1, 2, 3, 4) 
des indices qui affectent les j dans le premier facteur. Pour les deux 
premières sommes tout se réduit à une permutation circulaire des 
indices j1. Jos ja: J,, tandis que dans les autres sommes les indices 
Jia des premiers facteurs sont successivement changés en J1ls file 
Jolss Jour Ja. D'après la formule (4.1), les coefficients symétrisés 
de la transformation normalisatrice (1.2) s'écriront 
dd A) ::: 
Ne 4 RAP ass , = À, 
hile + Th Bj55,5, (V+ jus for fr Je A); 
où les Aj;;,;, sont définis dans (4.1). Pour À;, + À, +AÀ;, + 
+, —AÀ, =0les a;;;;, peuvent être choisis de façon arbitraire. 
Enfin, la formule (4.4) définit les coefficients symétrisés de la forme 
normale (3.3a): 


Eh iiis = Ass Bis (v, Ju Ja J3 Je SE 1, RE | n). 


Aù 
Bi ii, = Ft a j,j,js54 


Pate 
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3.7. Cas où la matrice de La partie linéaire admet des diviseurs 
élémentaires non premiers. Supposons que la partie linéaire d'un 
système analytique autonome quelconque d'équations différentielles 
ordinaires soit mise sous sa forme de Jordan: 


dry = = 
_ ie À LT, + Ô,Ty+, + > > pe, .. T; (7.1) 


x 


V=l;:ea ns 0: =0). 


Nous supposons que le vecteur A — (À,, . .., À,) admet au moins 
une composante non nulle; Îles 6,, ..., 6,_-, sont égaux à O ou à 1 
suivant que les diviseurs élémentaires non premiers soient absents 
ou présents. Tous les coefficients des séries de puissances (et aussi 
les À,, ..., À,) sont supposés complexes, les séries elles-mèmes 
étant supposées convergentes dans un voisinage de l'origine des coor- 
données. Tous les coefficients affectant les termes de degré supérieur 
au premier sont supposés symétrisés (voir n° 3.3). Mettons la trans- 
formation normalisatrice sous forme symétrisée (3.2). Elle réduit le 
système (7.1) à une forme normale de Bruno ([234j], SO, n° II et 
chap. 1, $ 1, n° 1) 1) 


d 
+ AY v + OvYv+ + ÿv > 8+QY"! s.. yn 
(A, Q)=0 
Vel ns 0 = 0) 
ou après symétrisation (en adoptant les mêmes notations que dans 
le n° 3.3), 


dy, ss 
= ne + Osfvt + D D CORTE ARE 2e (7.3) 
x= 2 


(Ve ss nt 0, = 0). 


En substituant (3.2) dans (7.1), nous obtenons en vertu de (7.3) 
des identités formelles analogues à celles que nous avons déduite: 
au commencement du n° 3.4: 


v e- 
NO Di P} >; ui, ui, + 
9 x 
00 # 5 
NV hY 
RSS Da sui... Vi VUS --- Vi 
Li : ji... 9; AE AT AUTES | Jx 
K=2j, 1. jQuel 1% 
O0 O0 
_ V V Ÿ à ’ V KV v+i : 
= Ày À, À &i ; Y5, --. Yi, + Ov à LR ANT j Vi,---ÿ5,7 
RD ie, PUR #=23, 5, 1% 


1) Dans la notation de A. D. Bruno les unités sont situées au-dessous de la 
diagonale principale du bloc jordanien, et dans notre notation. au-dessus. 
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12? 
a} > œ’u —. 
2 j.. 2, PER À MCE, +. Fr je ja vu } 
Li 


(v—=1,...,n; 6, = O0). 


Tirons de ces identités Îles termes de degré Æ; compte tenu de (7.3), 
nous obtenons par analogie à (4.1) 


kR-1 x 
V v ; : an 3 Le | | 
4 @: Q Yj . . e y + #/ KA a LS eee x 
jy. me LS ko jee d: Re 2h Din 
< V 
X Yj ... Vj . | Pa y. ce Vu 
H+1 * _ HU + j 
ES ie dt No . 
. pe " 7: CE 7h vV J1 V5, CES FPE 
Je .... Îh 
k 
Æ Q . a}. à “dk > UER FU ÿ5,_,95,.: . ee Vi, O5 ÿi,., = 
23° 7h us= 1 


2 
di: sd, k 
k—1 
+HY À a Ÿ Ÿ  aï ” 
1, e 1 UY _. k . À Ë 
{= Te ._... le U,+. +h,, ul j! v. ” J1: CE] Ju, 
1° . L, 
i 
ee + œ * y; e. Fret . + e U e. … « Un (7.4) 
Jose, "3 Ju, 1 h 


(= 1,3: n$0,=0); 


OÙ Hs - - - Un- Sont des entiers naturels. Avant de comparer les 
coefficients de y}, . -. y, nous symétrisons les coefficients non 
symétriques tout comme dans le n° 3.4. Les identités (7.4) s’écriront 
alors, sous forme symétrisée, de façon analogue à (3.9): 

nu 


RC CEE LC 


anni AEL . ee Yi, + 
n k 
| 

V Q e . . e. û —— 

1° ..., 
LL) 
—Ô \ aY+i « y ÿj — 
V PAR : 7 CCE) ) 
Je . “In =! nl d : & 
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où les Bj,...;, sont définis par la formule (4.3). Tous les cocfficients 
cherchés sont symétrisés, comme nous l'avons souligné. De l’ensemble 
des coefficients égaux correspondant aux diverses permutations des 
indices inférieurs, nous chercherons à extraire celui dont les indices 
inférieurs se suivent dans l’ordre des valeurs non décroissantes. 
Admettons donc que j, < js SL .- .. Lj, et supposons que soient 


connus tous les CHERE Gi... Ljik; V=1,...,n) 


pour lesquels ji js, .., jé ins D +... +R hi +... 
... +jx Identifiant dans (7.5) les coefficients des y;, . .. y}, 


* 


nous aboutissons à un système de 7 équations algébriques pour 
v Y 
ai... ji, EL Pi ..i, (VTT Lis): 


gt Aite th, —A)at + 


dh 


: . mi Es 
+lônal 15.5 + on Hô 5 5-1) 
84 m2 __ pi 
Giaf 5,8; ...5,, (7.6) 
Pl Out ee ne + 
: ’ {1 + L 1 2 1 
Fr D'ACENERNrE L reen 6,0; in 1) dn-12; 7h = # Là 
93.5, + (, He. +, hr) ag 5 ci 
_— AR" 
+ la 5 + +0 5 mil RE” 
Ici les quantités 
un Ben vohiun) 


sont nulles chaque fois que l’un des indices inférieurs (j, — 1) 
s'annule. 

Le système d'équations (7.6) est résolu pas à pas, en commençant 
par la dernière !) équation. On a alors, à chaque pas, une alternative 
de calcul : 

1° Supposons que les valeurs des À,,, . .., À;, et de À, soient 
telles que la parenthèse dans la dernière équation (7.6) soit non nulle. 
Remarquons qu'on a dans cette hypothèse jf, ...;, — 0. Reprenons 
en effet la représentation (7.3) et mettons le terme correspondant des 
identités (7.5) sous la forme 


Un Un ee Val 


1) Par la première équation dans la notation de A. D. Bruno (voir le ren- 
voi au bas de la page 120). 


& 3] CALCUL PRATIQUE DES COEFFICIENTS DE LA TRANSFORMATION 123 


On a pour ce terme (A, Q) = À,,-:1 + ... +—Ag-1 + À,-(—1) 
Æ 0; or, en vertu de la représentation (7.2), seuls interviennent dans 
la forme normale (7.3) les termes pour lesquels on a (A, Q) = 0. 
Il ressort donc de la dernière équation (7.6) que 


1 ; 
ie ee tn es — 16,0 5.5 Fee. 


j,7 
pe hs DM 


2° Supposons que les valeurs des À,,, . .., À;, et de À, soient 
telles que la parenthèse dans la dernière équation (7.6) soit nulle. 
Cela signifie d'abord que la quantité «@;,...5 peut être choisie 
arbitrairement, en particulier égale à zéro, ou être déterminée par 
continuité en fonction des valeurs des paramètres réels. Ensuite, la 


dernière équation (3.6) nous fournit alors la formule de @j, ... j,: 
n n 


Rs —fôar ,. + ...H6ô; œM  . : 1 (7. 
IE 2 J1°--7R Sas A7 DA ANS (4 8) 


Passant à l’avant-dernière équation (7.6), on a dans la même 
alternative : 


LS dar. 


1 


PE 
QE — — B?7! ;, +64 . — 
h- 7 FES +; ln Ti Je -7h n L CÉRELI 
ee n— 1 n—1 
Bar — 1 je PL + ip -10 


(pÿ=!,,=0), (7.5) 
si Àj, + +, —h #0 et 


ni — 1e EX 
LR ip À Ôn-10 el 


— (6; & ni .. +6; en 


j,® Ji 1 Je. PRE i% FRRDES PE j,-1} 
aÿ : à quelconque, (7.10) 
Si Àj, + CRC +, —h = 0. 
Les solutions des équations (7.6) suivantes, de la (7 — 2)-ième 


à la première, se laissent déduire de (7.9) à de (7.10) en changeant 
n successivement en n — 41, n —2,..., 2. 


CHAPITRE VI 


FORME NORMALE DES SYSTÈMES 
D'ORDRE QUELCONQUE ASYMPTOTIQUEMENT STABLES 
EN APPROXIMATION LINÉAIRE 


Nous indiquons d’abord une classe de problèmes où la forme 
normale obtenue à l’aide du théorème de Poincaré s'écrit de la façon 
la plus simple (n° V,1.3) et la solution du problème de Cauchy se 
laisse représenter sous forme générale de façon efficace à chaque pas 
de l'approximation. 11 s'agit en particulier des systèmes oscillants 
amortis (asymptotiquement stables en approximation linéaire) pré- 
sentant des non-linéarités analytiques de forme générale. Les résul- 
tats dégagés seront illustrés dans le $ 2 à l’aide de quelques exemples 
de systèmes mécaniques à un et à deux degrés de liberté. 


$ 1. Systèmes oscillants amortis 


1.1. Diagonalisation. Soit un système mécanique à k degrés de 
liberté régi par les équations différentielles ?) 


u, + 2e, u, + ou, = 
= fr (us, 4, ds) os (un 2e, ul Ge 1. 4, À) (D 


Ici f1, - . ., fr et pi, . .- . y, sont des fonctions analytiques réelles 
de leurs variables respectives dans un voisinage de 0 dont les déve- 
loppements commencent pour f,. .... f, par des termes du second 
ordre et pour ®,, ..., @, par des termes d'ordre non inférieur au 
second : 

Ou > Ex >O0 (x = 1,.... k). 


Le cas où l’on a #4 > w," >> O0 pour certains x’ pourra être traité 
à part. 
Proposons-nous de diagonaliser la partie linéaire de (1.1) en 


introduisant de nouvelles variables 
T}j = (Ati — ii) (j = + 1, …. F k), (1.2) 


1) Dans (1.1), on peut remplacer f, + @, dans le second membre par 


Fe (us soc Une Mis eo. Up). 
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où i=Y —1, 
ÀAj= —ej+irjsigni (j=F1,...,Fh), 
rx Voie (x=1,...,4). 


On a de toute évidence À_, — À, et r — r, (les indices négatifs 
faciliteront les calculs), si bien que 


Ux — x + 24) = Re x, 
u, —— FT + ut) = (1.3) 
= Re(äsr,) (x =1,...,). 
Avec les nouvelles variables le système (1.1) se met sous forme 
diagonale : 


ë l e e 1 1 ? ! 
D nn Sign [fi (5 + Ti ss Tu + 2)) + 


1 
+ Oil (5 (À T, ÂiTi) 9 9 (AT h lut)) | (1.4) 
j=F1,..., Th). 


1.2. Calcul des coefficients de la transformation normalisatrice. 
Puisque les À-:, . .., À-, sont situés dans le demi-plan de gauche, 
la condition 2° du n° V,1.3 est vérifiée. Il ne reste qu’à examiner la 
condition {° du théorème de Poincaré: 


fr 
T 
3 
V 
[) 
——” 


k 
M Æ 2 Prhr SE: 2: a 


pour des p, entiers non négatifs quelconques. Cette condition est 
évidemment vérifiée quand €, — ... — e, — & > 0; nous admet- 
tons qu'elle soit vérifiée pour des &,, . .., e, positifs quelconques. 

Il existe alors, en vertu du théorème de Poincaré (n° V,1.3), une 
transformation normalisatrice unique réversible et analytique dans 
un voisinage de 0 


k k | 
TV, a CUT LT TER À Bain ntm + té (2.2) 


( = F1,..., FE) 
qui réduit (1.4) à un système 


Yn= y G= F1... Fh). (2.3) 
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Nous nous bornerons à calculer les termes du second ordre de la 
transformation normalisatrice. Portons (2.2) dans (1.4): 


k k 
Yi D Ghi(Unyi + ynyn) +... =Agyi+À5 D G@hiYnyi — 
RAR l=-R h,l=—kR 


= du M [fa(s (Y-1 + Ya), ss (Un tu) + 


 Î 1 
+ Pijl (5 hs + AY), 5 (ur + M) } | 


G = +F1,..., FE). 
Nous obtiendrons alors, en vertu de (2.3), les identités 


kR 


>) (An+h—A)) GhiYnYr + +. = 


h,1==R 


ee 0?f1; 
=. ser > [+ ( . Gen + un) (ur + 0 + 


ri; ouh Ou 
b h,l=1 


1 r 0? p 
++ (2), (A nynn + Anyn) (Aiÿi + A) | +... 


Gj= +1, CECECE | F k), 


où l'indice zéro signifie que tous les arguments sont pris nuls et les 
points de suspension désignent les termes supprimés d'ordre supé- 
rieur au second. Les coefficients affectant dans le développement 
(2.2) les termes du second ordre s’écriront 


j _ tsignj 1 fs Put. 
PRIT Br Mt es j ss Ge ou ° 
G,k,l= F1, .. FA). (2.4) 


Il est évident que ah = 4 et &«=}_1 — a}, G,hk, l= F1, 

17 Fk) et qu "il ant de retenir une seule variable du quatuor 
ah Gin, @=à-1» @-i-n (ou de la paire ar, &œ=2-n). Les dénomi- 
nateurs À, + À; — À, sont non nuls en vertu de 1” condition (2.1). 
Nous aurons également besoin de la transformation inverse de (2.2); 
il va de soi que 

k Q 
Ce A 2 QUTRTUT ee. (j=+F1,..., F4) (25) 


(Y-x = Yx x =1,...,k). 
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1.3. Solution générale du système de départ (solution du problème 
de Cauchy sous forme générale). Cherchons la forme approximative 
de la solution générale du système (1.1) qui répond à l’approxima- 
tion consentie dans le développement (2.2). Introduisons des va- 
riables réelles 


vx = + (Uex + Vx) = Re y (x=1, ...,h). (5.1) 

Il vient en vertu de (2.3) 
Da = + (heuen + Aux) =Re (gx) (M1, ...,#), (3.2) 
D, + 2e b, Hoi: =0 (x —1,...,k). (3.3) 


La transformation inverse s’écrit 


Y= Kr= Av) (G=F1,..., Fh). (3.4) 


Mettons la solution générale des équations (3.3) sous la forme 


Di — e" txt x" [(r, cos r,t + e, sin rit) Uÿ + sinr,t- 2], 
: Le, (3.5} 
Vs —_ x [— of sinr,t-v, + (r,cos rt —e, sin r;t) L®] 


(x = 1,....k), 


où 1% — Lx (0), uk = vx (0). Définissons ces dernières quantités en 


fonction des valeurs initiales des variables de départ uf, et u® à l’aide 
des formules (3.1), (3.2), (2.5) et (1.2): 


k 
x 0 _0 
v, — Re (= — > azhzt) = 


h,l=kh 


k 
ign (k! ; 
= ux + 2 SE R Re [a (nu), on uj,) (Auf = un)» 


nr AUTRE 
: - | 3.6 
vo = Re | A4 (24 — > azra?) | = 29) 
h,l1=-R 


h 
sign hl) R } 
RUN > ares il Re [Aa # (A-nuÿ, — u0,) Gus —u)] 
h,1=_k 


= 1;:::,5:#). 
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Faisons intervenir à présent les formules (1.3), (2.2) et (3.4): 


u,= Re (y,+ © ahyry) = 


k 
si h!l e e _ 
=tv,— Ÿ ——. Re (a, (Anim — vin) (Ain —tu)] (3.7) 
h,t- -k 


(x. 1,...,K). 


Les formules (3.7), (3.5), (3.6) et (2.4) fournissent la solution du 
problème de Cauchy sous forme générale pour le système (1.1) sou- 
mis à la condition (2.1) au cas où, dans les développements (2.2) 
et (2.5), on ne retient que les termes du premier et du second ordre. 


$ 2. Exemples 
2.1. Système à un degré de liberté. Pour # = 1 le système d équa- 
tions (1.1) se réduit à une équation unique !) 
u + 2eu + ou = f(u) + (u) (o > e > 0) (1.1) 
sous les hypothèses relatives aux fonctions f et q faites dans le n° 1.1. 
Les formules (1,2.4) nous donnent 
3 1 " 0 o ui] : # 
air = grocegee L” (0) + (2e? — w? + 2ier) q" (0), 


CET = a}; — ss [f” (0) nu W?@p” (O)], 


8rw° 


ati = EE (f (0) + (28? — w? — 2ier) g” (0)] 


(Gi=V 1, r= + 07e). 


A l'aide des formules (1,3.7), mettons la solution du problème 
de Cauchy pour (1.1) sous forme générale : 


eo rl (ogg O1 es 9 (1 
en _. [f” (0) — w2ç” (01) [(282—w2) v? + 2evv + L?] + 
+ Def [f” (0) + (5w? — 4e?) p” (0)] — 
+ [f" (0) + w2ç” (0)1} v (eu +0) — 
— À 1f" (0) + wi” (0)] (w2v?+ 2evv + v?) | 


1) On peut remplacer f et @ par F(u. u) et traiter à part le cas où & > w > 0 
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Ici (voir (1,3.5)) 
v=+e-tt[(rcosrt+esinrt)v(0)+sinrt-v(0)], 
v= e-tt[—w?sinrt-v(0)+(rcosrt —e sin rt) v (0)] 
et, enfin, v (0) et v (0) se laissent définir en fonction des valeurs ini- 
mec vs variables de départ au moyen des formules dérivées de 
v(0)=u (0)+ 5 ( {ours 18/7 (0) — (But — 4e) p' (0) — 
— À 1f(0) — op" (0)]} 1(2e2— w°) v (0)2 + 2eu (0) u (0) +u (0)? + 
+ 2e {rer [17 (0) + (wo? — 482) p° (0)] — 
— + [f" (0) + w2p" (0)1} u (0) [eu (0) + u (0)] — 
À [7 (0) --w2p” (0)] [w%u (0)2 -- 2eu (0) (0) + (0)8]), 
(0) =ù (0)+ x (our-=ger (18/7 (0) + (4e? — 30?) q" (0)] 


2 [e (Bo? — 4e?) u (0)2 + 2 (w°? — 2e?) u (0) u (0) — eu (0)?]— 
— e[f" o +- (50? — 4e?) p” ” [4e — w?) u (0)3 + 


+ 4eu (0) w (0) + u (0)? J}+# = [f" (0) + w2p” (0)] :: 
x [ou (0)2 + 2eu (0) u (0) + u (0)2] +: 
+ 2 {f" (0) [eu (0) + u (0)] u (0) —p" (0) [w?u (0) + eu (0)] u (0)}) , 


2.2. Oscillations de la masse fixée à un ressort en cas d’amortisse- 
ment linéaire. Changeons dans les équations (ÎV, 1, 5.1) les nota- 
tions des variables 


n=uûuy,, E=u 
et mettons ces équations sous la forme 
u, + 2eu, +u=(1+y+u,) [(1+%+ chili its 


u,+ Zeus + us u(({+y tu) uit, (2.1) 


Er 
où 


9—013570 
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sont des paramètres positifs sans dimension et la prime désigne les 


dérivées par rapport à t. Les cas de V y/(1 + y) Se 1 et de 
e >> 1 devront être traités à part. 

Calculons les &}1 d'après (1,2.4) et omettons toutes les quantités 
nulles (compte tenu de la remarque faite après la formule (1,2.4)): 


! . l 1 pe = db 
Less — 8r,(1+%) 24eo— A ? Les Br (1+ y 2h — hu ? 
EE 
3-2 814%} the? 


2 Î a 
Pia Br, (VE fit hi—h? 

i | 
| 8re us M+k2— 0 ? 
une 7. a nr 
ra(1HVY À ? 3  8r:(1+%Y M ? 


Lis — 


Ày= —e—+ir;signj (j=+F1, F2), 
Vin VTT ne ee 
Les formules (1,3.7) fournissent la solution du problème de Cau- 
chy pour (2.1) sous forme générale: 
1 | 1 | 
Mia (pm orer (ir 2) X 
X [(ev: + 04)? — rivs] + 2er.v, (ev, + v,)} + 2r, [(evs + vs)? + rivi] -- 


nu RT {2erav. (eu, - WE v,) pa (rs — 2r«) [(ev, a Va) — r:b?]} ) ’ 


1 sé 
en A TETE ESC CEST NS ((r1 + 272) X 


X [(ev, + vs) (av, + vs) —riratve] te [riv, (eve + v,) + 
+ rev (ev, + v1)]} + 2ri(eu, +v) (Zeus + vi) — 
1 LA ’ ‘ 
— en 2) {rs — 2ra) [ri ToU ao + (ev, + V,) (ev, +- v,)] Fr 
+ e [rivs (eve + v,) — ru, (eus + v)1}) . 


Ici les v,, ve, vi, va se laissent définir à partir de (1.3.5) en chan- 


geant t en t et en prenant #8, — e, — &. Alors les «ff, v2, vf, 10 se 
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définissent par (1,3.6) de la façôn suivante: 


0 __,,0 a PEN ES 10,0 
EU Er (ae (id 270) (eus + ue — 


= ru] + 2eru$ (EUS + u°)} — 2r, [(eus ++ u!")2 _ r£u®] + 


{ , ‘ ‘ 00 n 
LATE EE 7A CE {2er.us (eus + us) — (rs — 272) (Qœus<us)2—rius]}) ; 


Me. ,0 À PE 
VU, =U, EEE e+(r1+2re)* ‘ 
; {e(ri+ re) [(eu$+ us) —rius]— 
—r,{ri(rs+ 2r.)—e?] ug (eu? +us ou 


1% : 2 | 0 9 
— 2er, [(euS + us )}° + rêus + {e(ri— re) [(eus + u, }2 — 


— ru] — Fafrs (27e —rs) + e?] u, (eus + us )}) > 


1 | 
+ pre (Ra * 
X {(r1+ 272) [(EUS + u”) (eus + us) — rirouius] + 
+ € [riui (eus + us) + rous (EU; + u,)]} + 


‘ ‘ 1 5 : l 
+ 2r, (eus tous") (eus +us) er (Ori — 27e) lriruius + 


+ (eu?+ ui) (eut + ui] + e (rit (eu? + ui) —rout (eu? +ui)]}), 


#0 © Î | 
+ (ne 


X {e (ri + 3r,) [(eus + u{") (eus +- us") — rirUQUS] — 
— [ro (ri + 2r2) — e?] [ru (eus + us?) + ru, (eu, + ur)]}— 
—2rs {e [(euÿ + us) (eus + us) + riuius] + 
n..0 , F ’ 1 \/ 
+ eu; (eus + u!") + raus (eu: + ui")} EE * 
x {e (3ra— rs) [(euf+ ui”) (eu$ + us) + rruius] + 


+ [ra (ri 2re) + et] [rout (euÿ + ui)—riut (eus +us1}). 


g® 


CHAPITRE VII 


FORMES NORMALES DES SYSTÈMES 
DU TROISIÈME ORDRE 


Dans les problèmes oscillatoires, il est intéressant d'étudier les 
configurations des valeurs propres de la matrice de la partie linéaire 
d'un système du troisième ordre sur le demi-plan fermé de gauche 
de la variable complexe À montrées sur la figure 10. Un cas analogue 
à a, a été considéré dans le $ VI, 1. Le cas a, et les cas limites corres- 
pondants où deux ou trois valeurs propres se confondent, s'annulant 


TTE 


Fig. 10 


dans un cas particulier, devraient faire l’objet d'une étude spéciale, 
Les cas b et c seront considérés dans les $ 1 et $ 2 ; ils sont de loin les 
plus importants. Le cas d est traité dans le $ 3. Un exemple électro- 
mécanique est proposé en fin du premier paragraphe. Les résultats 
de ce chapitre sont applicables aussi aux oscillations électromagneé- 
tiques de deux oscillateurs couplés si les oscillations propres de l’un 
quelconque de ces derniers sont régies par une équation non linéaire 
du premier ordre. 


$ 1. La matrice de la partie linéaire admet 
une paire de valeurs propres imaginaires pures 


1.1. Forme normale. Supposons que le système de départ soit 
diagonalisé et que soit effectué un changement de la variable indé- 
pendante t — wf, où wi sont deux valeurs propres imaginaires 
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pures de la matrice de la partie linéaire: 
Ps her + D ahzyrn + D Omerjantn + - (1.1) 
(v=0, + 1). 


Dans ce qui suit, la sommation est toujours faite par rapport aux 
indices qui interviennent deux fois et qui prennent les valeurs 
0, H1;:Âo0 = —60<0, À —i, À —= —i. Les coefficients ah, 
bihxs - . . sont complexes en général ; il convient de souligner qu'ils 
sont symétrisés, si bien que 


ahj—= Ain, bin = id. (v, j, k, k=0, +1), (1.2) 


où {jhk} est une permutation quelconque de j, h, k. 

En vertu du théorème fondamental de Bruno, il existe un change- 
ment complexe réversible de variables (transformation normalisa- 
trice) 


23=y5+ D nYim + À BimnÿiYmYn + D VimnpYYmY np + 
+ Oran paY1Y mY nY pUa + .… (j=0, +), (1.3) 
(nt = Lim: Bimny = id., . (j, l, m, n, pP; qg=0, + 1) 
susceptible de réduire (1.1) à une forme normale 
d 
= ÿutyy D quo yiyiit (v=0, +1). (1.4) 
(A, Q)=0 


Ici À et Q sont deux vecteurs de composantes À,, À4, À_1 et os Qu 
q_, respectivement ; ces dernières sont soit entières, soit nulles, avec 
qy > —1, tandis que les autres g; sont non négatives et 


Go + Dh +I1> 1. (1.5) 


La sommation dans (1.4) ne porte que sur les termes résonants dont 
les exposants vérifient l'équation de résonance 


(A, Q = 900 + Qi + Grid = — go + à (g1 — 9-1) = 0. (1.6) 
La solution est bien évidente: 

Jo = 0, Qu =. (1.7) 

On a donc dans (1.4) go + q + 9-1 = 29: le cas étudié ne pré- 


sente aucune forme de degré pair, tandis que pour une forme de degré 
impair (2 + 1) onag,;, =gqg =r (r = 1, 2,...). La forme nor- 
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male (1.4) s’écrira donc comme suit: 


& 


d ; 
LEE DEL IUT 
r— 1 
dy- _… ee 
JE = VU Yes > Lr YU (1.8) 
r= 1 
dyo ee — ôy > Our 
dt o T Yo 8rYyiY-:: 


r= 1 


Puisque le système de départ est réel, on a y, = y. g' = g 
(r = 1, 2, ...)et la première équation (1.8) est conjuguée complexe 
de la deuxième. 

1.2. Calcul des coefficients de la transformation normalisatrice 
et de la forme normale. Nous venons de montrer que dans le cas 
considéré la forme normale n’a aucun terme du second degré. Cela 
ressort d’ailleurs aussi de la formule (V,3,2.4), car, quels que soient 
les indices, la formule (V,3,2.1) donne A}, — O0 (autrement dit, 
A, Æ hr + Am) et Pn—=0 (v, l, m—0, +1). La formule 
(V,3,2.2) reste donc vraie pour toutes les valeurs des indices: 


V 
a m : : 
Ga nt Ch m0. il). @.1) 


Cherchons maintenant les coefficients qui affectent les termes 
du troisième degré. Voyons d’abord quelles doivent être les valeurs 
des indices pour qu'il y ait l'égalité À, = À + ÀÂm + An. De toute 
évidence, l'égalité annoncée n'a lieu que pour /, m, p — {v, 1. —1}, 
où l’accolade symbolise — rappelons-le —une permutation arbitraire 
des indices. Autrement dit, 


Afvi-i = 1, Ai o = 0 
(v,l,m,p=0, +1; Îl,m, p=# {v, 1, —1}). (2.2) 


Cela revient à dire qu’on peut choisir des 4 ;-1} quelconques. 
Admettons donc qu'ils soient nuls, 


Bivi-u = 0 (v=0, +1). (2.3) 
Les autres valeurs de f},, vérifient la formule (V,3,2.3). En vertu 
de (2.2), seuls sont non nuls dans (V,3,2.6) les coefficients symétrisés 
de la forme normale %#{11-1,. Ces derniers sont évidemment fonc- 
tions des coefficients g' de la forme normale développée (1.8): 


= ins Bi S%lhine 8 = Xl: 
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(le facteur numérique résume le nombre des permutations différentes 
des indices inférieurs de 7). La formule (V,3,2.6) nous donne alors 


0 — (0 CN Oai  —a 0 mi 
gi = Gb; 1 - be (aÿai_, aa, +at,;ai,), (2.4) 


gi=e;t=3bl +2 >. (2atai_,+at ;xi). (2.5) 

De la démonstration du théorème fondamental de Bruno il res- 
sort que la transformation (1.3) est non univoque dans les cas où 
l'équation (1.6) admet au moins une solution Q (non nulle en vertu 
de la condition (1.5)). Cette question a été traitée en détail dans le 
n° V,2.1. Avant de discuter la convergence de (1.3), établissons-nous 
sur une « branche » déterminée de la transformation. Il sera admis, 
dans ce qui suit, que si dans les identités (V,3,1. 6) écrites aie leurs 
termes des degrés 4, 5, etc. les coefficients de Yi-m’n°p°, de Den "p"g 
(voir (1.3)), etc., s’annulent, on à Yim'n'p° = 0, ô "par = 0, 
etc. 

Cela revient précisément à dire que dans les séries (V,2,1.2) 
tous les k,Q s'annulent (v = 0, +1; QE JR,, (A, Q) = 0), c’'est- 
à-dire que les séries (V,2,1.2) se transforment en (V,2,1.3) et sont 
convergentes de façon triviale. 

Passons maintenant aux conditions de convergence de la trans- 
formation normalisatrice (1.3). De l'équation (1.6) il ressort que 


(A, Q= +V 967 + (qi — q-1)2. 
On a d'après la condition (V,2,4.1) 
on = À = inf (6, 1) (ô > 0). 
Le premier membre de la condition © du n° V,2.4 s'écrira 


— > PE = — ]n A, (2.6) 


k=1 


et la condition «w est évidemment vérifiée. Remarquons que le cas 
de Ô = 0 ne peut pas être considéré comme limite, pour la simple rai- 
son que (2.6) tend alors vers +. Le cas de ô = 0 sera spécialement 
traité, dans le paragraphe suivant. 

La condition A” du n° V,2.4 signifie qu'on a 


gr" = gr — —£r (r = 1, 25...) (2.7) 
c'est-à-dire que les coefficients g (r = 1, 2, ...) sont imaginaires 
purs. Cela ressort de la forme de la première et de la deuxième équa- 
tions (1.8). Puisque, dans le problème envisagé, nous n’avons qu’une 
seule paire de valeurs propres imaginaires pures conjuguées de la 
matrice de la partie linéaire du système de départ, tout se réduit au 
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cas 4 *) du n° V,2.4 où la condition A se réduit entièrement à A. 
Si donc les conditions (2.7) ont lieu, les conditions w et À se trou- 
vent vérifiées et, en vertu du théorème de Bruno sur la convergence 
et la divergence des formes normales, la transformation normalisa- 
trice (1.3) dont les coefficients prennent les valeurs indiquées dans 
ce n° est convergente (à condition que l'identité (2.7) soit vérifiée) 
dans un voisinage du zéro. 

Voyons maintenant ce qui arrive si les gi, gi, ... ne sont pas 
tous imaginaires purs. Dans ce cas, qui revêt en l’occurrence un 
caractère de généralité, la transformation normalisatrice est indé- 
finiment différentiable selon l'hypothèse 1 de Bruno [234i)]. 

Si les conditions (2.7) ont lieu, le système (1.8) admet une inté- 
grale première 

Yÿr1=lnF=a (a=ly (0)  F > 0), (2.8) 


qu’on obtient en multipliant la première et la deuxième équations 
(1.8) par y.1 = Y, et par y, respectivement et en les additionnant. 
Portant cette intégrale dans la troisième équation (1.8), on obtient 


se = (C: — 6) Yo (= S act) ‘ (2.9) 
1 


Le voisinage de l’origine des coordonnées se trouve décomposé en 
cylindres c; — Cte. Chaque cylindre admet un équateur (cycle 
limite), il est stable pour c, << 6 (voir (2.9)), bien que, en toute ri- 
gueur, on ignore si ce cycle limite appartient au domaine de conver- 
gence de la série (2.9) qui converge en vertu du théorème de Bruno. 
Pour c, > à le cycle limite en question est instable. 

1.3. Transformation de puissance. Il découle de (1. 7) que le nombre 
des solutions linéairement indépendantes de l'équation (1.6) est 
d = 1. Cela signifie qu'en vertu du théorème de Bruno sur la trans- 
formation birationnelle le système (1.8) est intégrable par quadra- 
tures. Les deux dernières équations de (1.8) sont indépendantes. La 
matrice A de la transformation de puissance, conformément à [234c], 
$ 2, s'écrit pour ces équations + 


A=l) 1 


tandis que la transformation elle-même s'écrit comme suit: 
o® 
Z = Yan = NÉ 24 = Yu 
a -1 ne 
(Yi = 2221 Ya = 2). 


Appliquant la transformation à la première et à la deuxième équa- 
tions (1.8), nous obtenons 


din: diny d'in y È 
dan élan; dlngs 2 S Re giz. 


ras 
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De la dernière équation 


> 


+1 


| dz 
PE ———— = T, (3. 1> 
Wa (ON 2, N° Re gif 
ri 


et après inversion de l'intégrale 
21 = 21 (t). 


Il est aisé de déduire alors de la première et de la troisième équa- 
tions (1.8) 


Yi (T) = y, (0) eit exp| | ÿ» et (sy ds |, (3.2) 
0 r=1 

Yo (T) = Yo (0) e-ÊT exp [ | D grzi (s)” ds | . (3.3) 
0 r=1 


Puisque la transformation normalisatrice choisie est indéfiniment 
différentiable (voir la fin du n° 1.2), l'intégration dans (3.1) à (3.3) 
est justifiée. 

Remarque. Dans le cas du système (1.8) on aboutit au mème résul- 
tat en multipliant la première équation (1.8) par y, et la deuxième. 


par y, et en faisant leur somme. Notre but était d'illustrer le n° V,2.3. 
Tout en restant dans le cadre du cas général, arrétons-nous en 
conclusion sur la situation qui apparaît lorsque les calculs ont été 
effectués aux termes du troisième degré près, comme dans le n° 1.2. 
Autrement dit, parmi les quantités g!, seule gi est connue. Il ressort 
alors de (3.1) que 
Î 
—— —— —2hReg;t 
| MO à LL 
d’où 
1 
UE ly1 (O)172—2 Re gic © 


La constante 2Re gi joue le rôle de la constante G de Liapounov 
lors de l'étude d’un cas critique de stabilité des mouvements per- 
manents où l’approximation linéaire admet une paire de racines. 
imaginaires pures ([77al, $ 40). Notamment, si la constante Re g; 
est positive, la solution triviale est instable. Si par contre 


Re gi < 0, (3.4) 


la solution triviale est asymptotiquement stable. 
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Calculons dans notre approximation (compte tenu de la condi- 
tion (3.4)) 


T T ; 

. . d _— 

at | eme M —2Reg IQ FFE, 
0 


Les formules (3.2) et (3.3) nous donnent alors 
0 


61 
Yo(t)=yo(0)e-ST[1—2Regi|y,(0)PT) °°, (8.5) 
&i 

yi(t) = y (0) [1—2Regi |y,(0)T] 4. (3.6) 

1.4. Oscillations libres dans un asservissement électrique. Soit 
un asservissement électrique représenté sur la figure 11. L'objet 
{axe) asservi est mis en rotation par un servomoteur par l’intermé- 
diaire d'un réducteur. Pour fixer les idées, supposons que le servo- 


« 


moteur soit un moteur électrique à courant continu à excitation 


Fig. 11. 


indépendante. Le courant d’induit du servomoteur est réglé par un 
amplificateur dont l'entrée est attaquée par la tension V qui est 
fonction de la différence des angles Ÿ — @ d’un synchro-transmetteur 
et d’un synchro-récepteur lié à l'axe asservi (sur le schéma les deux 
synchros sont remplacés par des potentiomètres), 


V = f (Ô — o), 


où «4 est l'angle de rotation de l'axe et 8 l'angle de rotation du trans- 
metteur rapporté à l'angle de rotation de l'axe. 

Abstraction faite du retard du signal, du jeu dans tous les couples 
d'engrenages et du frottement, les équations du mouvement du sys- 
tème s’écriront ainsi: 


(Ji+J) LE +cp— kis, 


(4.1) 
LÉ +Rite = f(8—œ). 
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Ici J, est le moment d inertie réduit de l'induit du servomoteur et 
de l'équipage mobile du réducteur par rapport à l'axe du transmet- 
teur: ,, le moment d'inertie du récepteur par rapport à son axe; 
i, le courant d'induit du servomoteur; L, l’inductance propre du 
circuit d’induit ; À, la résistance pure du circuit d’induit; c, (dy/dt), 
la force contre-électromotrice développée par l'induit pendant sa 
rotation; ki*, le moment des forces pondéromotrices rapporté à l’axe 
du transmetteur: cœ, le moment des forces résistantes rapporté à 
l'axe asservi. 

Supposons que la tension dans le circuit d'induit soit une fonc- 
tion linéaire de la différence des angles, 


FCO — q) = v (8 — q); 


pour étudier les oscillations de l'axe asservi (et de l'asservissement) 
lors de sa mise en position requise, posons dans celle-ci 8 = 0. 
Introduisons deux variables sans dimension 


c R . 
VW t. Î=— i. 


Les équations du mouvement (4.1) deviennent alors 


dl 2 sd 
où y. Ô et x sont lrois paramètres positifs sans dimension 
_ hs Re TITLE LR 
— cAS ? ô-—V c Un Lv * (4.3) 
Introduisant un vecteur u = (7, q, g’})*, le système devient 
(Ù — Ô —0Ô —:} 
du - 
v15 O0 —1 0 


Il est évident que la matrice C admet comme valeurs propres —6, i 
et —i (i = Y —1). Mettons . sous sa forme de Jordan: il vient 
C = S diag (—6, i, —i) S”i, 
1 ou — Ô+ix 
S—|0 Ô +i Ô — i 
O —11iô —1—;i6 
La matrice S définit la transformation du système (4.2) u = Sx, 
X = (Zo, Zi, T1). ou sous forme développée 
[= x — (Ô + in) x; — (Ô — ik) x_, = r0o — 2Re [(Ô + ix) rl, 
— (Ô + i)xy + (Ô — i)r_, = 2Re [(Ô + i) xl, (4.4) 
p" — ne — 10) x, — (1 + iô) x, = —2 Re [(1 — iô) xl. 
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Quant au système transformé lui-même, il s'écrira comme suit: 
0 

ax . ô . . : 1 0 æ 

7 = diag (— le —i)x+S à (4.5) 


vis 
Les calculs faits pour S-! nous donnent 


2(1+6?) 2(x+ 62) 26(x—1) 
SL = ——— 0 Ô — i —1—;i6 
NOTE 5+1 —12i6 


Il ne reste qu’à faire intervenir la première des formules (4.4) pour 
que le système (4.5) soit réduit à la forme (1.1) (a}, = 0; v, !, m — 


? 


= v 
= Ars + DiuTo + its + Dli-ts ls + 
+ 30 toTi + Bb To T1 + Son ToTi + 308-1-1L02 1 + 
+ 30), _,2it., + 30Y, xt, + 6 ;mxizn (v—0, +1). 
Ici 


bo = À (x — 1) 6. bi =D" = —A(x— 1)Ô0(Ô+ix), 
be, = bo = — A (x—1)0(8 +ix), 

bou = bG_,- A (Xx— 1) 8 (ô+ix)®, 

bi,- eu mn = —A(x—1)0(6-+ x?) (Ô + ix), 

PE ES bo = — 7 À (1 +i6), 


bi — + A (+6) (Ô+ix), blu = + A (1+i6) (Ô+ix), (4.6) 


bu=—A(1+i6)(6+ix), bhu= —7A(82+ #2) (1+ 16), 
bi, = À (62+ x?) (1 + 16) (5 + ix), 
bn = A(1+i6)(6— ix), 


D. = KM (Ô—ix), bis —+A(1+ 16) (5 — in), 


à 
b; 


où À = y 5 + 6*)-!. Puisque dans le problème envisagé a}, = 0, 
on a en vertu de (2.1) a}, = O (v, !, m = 0, +1), et les formules 


À (62 + x2) (1 + iô) (Ô— ix), 


1]! 
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(2.4), (2.5) nous donnent 
= GA (x — 1) 8 (02 + x2), 
LS A (62 x?) [(1 —%) 8 + à (x + 6?)]. 
La condition de stabilité asymptotique (3.4) deviendra (voir 


aussi (4.3)) 
x>1 (Lv<cR). (4.7) 


Supposant cette condition vérifiée, introduisons les notations 
adi= —2Reg = 3A(x—1) 6 (82 1 x2), 


Le 1 Img, 1 x+6 (4.8) 
2 Hegt 2 (*—1)0° 


Les formules (3.5), (3.6) nous donnent dans ces notations 
Yo (T) = ÿo (0) e"0 (1 + af | y, (0) F° +}, 
Yi (t) = 71 (0) (1 + af | ya (0) Fr)" X 
X expilt + b*Iln (1 +a*|y, (0) x). (4.9) 


Utilisant les formules (V,3,2.3), (2.3) et (4.6), écrivons la trans- 
formation normalisatrice (1.3): 


— 1) Ô Ô+ix) 
nent {mure ]+ 


+ 6yiRe (FE RE y) — 3ÿo Re li (6 + x)? y] — 


Re ÿ1y-, Re ( Re ya) } +141, 


4.10) 
Li » (1 ô 1 14 . : ( 
RS HR 
+ (8 — 0 y, — À (5 in) ès — EI RE Yo + 
+3 LE you +3 GX pue + 


ôÔ +31 
+ 5 (887) Ge 10) pag +6 DE yo) + [AI 


Pour pouvoir définir les valeurs initiales y, (0) et y, (0) en fonction 
de x, (0) et x, (0), on doit faire l’inversion des formules (4.10); à cet 
effet, il suffit de toute évidence d’intervertir le signe devant l’acco- 
lade. Reprenant les formules (4.4) et (4.9), on peut obtenir les for- 
mules qui donnent la solution du problème de Cauchy sous forme 
générale aux termes du troisième degré près. Cependant, au lieu de 
le faire, nous allons séparer la partie principale de la solution. 
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Compte tenu de l’approximation consentie, nous appellons partie 
principale de la solution, la solution de la forme normale écrite aux 
termes du troisième degré près et soumise à la transformation norma- 
lisatrice écrite aux termes tu second degré près. La partie principale 
de l’angle de rotation œ de l’axe asservi s’écrira, en vertu de (4.4), 
(4.9) et (4.10), comme suit: 


p(r)=2Re[(ô +i)x,(1)] & 2Rel(ô +i)y: (1) & 


Z 9 . Zi (0) Ss _ h2 1 !_n2 2 — 
2Re{(8+ 5) expi[tT-b?Iin(l--a2}|zx,(0)] r)]} 


= [140 az OH": (0) | ee 


4 (1-76 
, {o (0) cos | r+ b? Ïn (1+ 08 LOE Q) | + 
+ g" (0) sin [r+utin (1402 SOHIOL r)]}. («419 


Conclusions. 1° Nous avons déterminé la frontière des auto-oscilla- 
tions (voir (4.7)): 
x—"1 (Lr=c,n). 
2° Le degré d'approximation pratique de la partie principale 
de la solution est apprécié en comparant (4.11) avec la solution du 
problème de Cauchy. Cette dernière est fournie par les formules (4.4), 


(4.10) et (4.9). 


$ 2. Cas d’approximation linéaire neutre 


2.1. Forme normale. Revenons au n° 1.1 et considérons le cas 
de Ô — 0 en reprenant tous les raisonnements conduisant à l'équa- 
tion de résonance (1,1.6) qui s’écrira maintenant 


Zn — Q = 0. (1.1) 


Ainsi donc, 4 et g, sont « quelconques », q_, = g,. Remarquons 
cependant (et c’est la raison pour laquelle nous avons mis les guille- 
mets) qu'on a bien sûr Q € JR, c'est-à-dire que 


Iv > —À, g > 0 ( Æ v) (v = 0, +1), 
Go + D +41 = Go + 2h > 1. 


Les termes de degré 2r de la forme normale (q, + 2q, = 2r — 1) 
admettent l'ensemble suivant d’exposants de puissance (l'indice de 
Q marquant le numéro de l'équation): 


Q=(—1,r,r)},A,r—1,;r—1),..., (27 —1, 0, 0), 
Q4, = (A,r—1,r—1),..., (2r — 1, 0, 0). 
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Pour les termes de degré (2r-+ 1) de la forme normale (q, + 
+ 2m = 2r; r = 1, 2, ...) le vecteur Q prend les valeurs 


Q = (0, r, r'), (2, r — 1, r — À), ._ (2r, 0, 0), 


quel que soit le numéro de l'équation de la forme normale. 
Une fois que toutes les solutions de l’équation de résonance (1.1) 
ont été trouvées, la forme normale (V,1,2.4) peut s’écrire 


dyy ; 
= y D Groysy9yn (v=0, +1) (1.2) 


s>0 (si v#0) 
s>z-1(siv-0) 


0Z 


et admettre un développement 


dyy + 
= pv Givi signv--ys D D Le-m-1, pd! + 
r=1 p=0 
si 82 (r-p), pl y: r-Pyeyr, (v=0, ÆE 1). (1.2a} 
On a alors 


gii,=0 (r=1, 2, ...). (1.3) 


En effet, lo calcul de Q, montre que les deux dernières équations 
(v = +1) n'ont aucun terme en y5!. 

Remarquons que la forme normale est devenue plus compliquée 
en comparaison de (1,1.8). Cette remarque ne concerne pas seule- 
ment l'écriture mais aussi le fond du problème. Premièrement, le 
nombre ! des valeurs propres de la partie linéaire du système situées 
sur l’axe imaginaire est égal maintenant à l’ordre du système (2 — 3), 
si bien que le théorème de Bruno sur la structure des formes normales 
n'’admet aucune simplification. Deuxièmement, toutes les solutions 
de l'équation de résonance (1.1) se laissent mettre sous la forme 


Q = go (1, 0, 0) + g (0, 1, 1) 
(o = —1, 0, 1, 2, .. ; h = 0, 1, 2, ...), 


où go et g, ne sont jamais simultanément nuls. Cela revient à dire 
que le nombre d de solutions linéairement indépendantes de l'équa- 
tion de résonance est égal à deux. En vertu du théorème de Bruno 
du n° V,2.3, il existe une transformation birationnelle qui trans- 
forme la forme normale en un système (V,2,3.3) (qui n’est plus une 
forme normale) dont deux premières équations forment un système 
du second ordre et la troisième se réduit à une quadrature. On peut 
d’ailleurs obtenir immédiatement ce système du second ordre en 


multipliant la deuxième et la troisième équations (1.2) par y_, — ÿ, 
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et y, respectivement et en nn leur somme: 


So. D y, D) Gioyse?, _ —2z Ÿ ReGiysz° (4.4) 
‘2-1 5, 0>0 
0>0 51050 


{z = y_1Y1 = | Yy1 (?). Partant de (1.2a), on obtient un développe- 
ment : 


dy Res - = 
= Vo D Di (2-1, V0 + 82 ç=p, pl Ve 772, 
00 (1.4) 


Fr 


= 2:23, 3; (Reg, m1, 00 RES Gp), pl V6 P2P. 
r=A1 p=0 


2.2. Calcul des coefficients de la transformation normalisatrice 
et de la forme normale. Conformément à l'alternative énoncée dans 
le n° V,3.2, groupons toutes les valeurs des indices v, !, m pour les- 
quelles À, = À: + Àn. Il vient en vertu des notations (V,3,2.1) 


A5 = A, _ 1) = A1 = Ai. = 1; An = 0 
(v, l,m=0, “ v,l,m=%Æ0,0,0; O0, {1, —1}; 
1, {0, 1}; —1, {0, —1}). (2.1) 
Annulons les a}, déterminés par le cas 2° de l'alternative: 
aû, a _; = @oi) = Go) = (. (2.2) 


Pour les mêmes valeurs de v, !, m, nous obtenons d’après les for- 
mules (V,3,2.4) les coefficients quadratiques de la forme normale: 


80 = Po — go LB 11 = 2PL 4 — 208$ 49 
Elo = 2Poi — 2Gs Bio — Pois 205 


Les autres coefficients quadratiques de la RTE normali- 
satrice sont définis par la formule (V,3,2.2): 


(2.3) 


Sim 
“TE 
(w, ll, m = 0, +i; vi, m Æ 0, 0, 0; 
0, {1, —1}; 1, {0, 1}; —1, {0, —1}) (2.4) 


Passant aux termes du troisième degré, groupons comme préce- 
demment les valeurs des indices v, L, m, p pour lesquelles À, — 
= À] + Âm + Àp et posons 


0 fo pi = _ . 
B500 = Blo1-13 = Bio) * Bi1-13 — Pioo-1) =f;l; ;,=0, (2.5) 


(CDR 
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où l'accolade {!, m, p} symbolise — rappelons-le — une permu- 
tation arbitraire des L, m, p. La formule (V,3,2.6) nous donne, com- 
ptetenu de (2.2), les coefficients cubiques correspondants de la forme 
normale : 


890 = X000 = 500 + 2 ; 2 LT 
BU = 6x1 = 6061 1 + 4 > & (aÿjai_, + afju? ,, + a0 ,;a?.), 
8}o = 3Xho1 = So + 2 Z (2a! a}, + al ais): 


(2.6) 
= 8% {1-1 — 90! 


9 Ÿ: { mr) 1 ] 
{1 +22: Gaia tai iii). 


ii = 9050 +22 Gsjas +421): 
gi =3x5, = 38051, +2 X'(a;jai, _,+2atai. 1) 
J 


Les autres termes du troisième degré de la transformation normali- 
satrice sont définis par la formule (V,3,2.3): 


| 2 
ect luté D Ga, +arei +] 
10, +1 


(2.7) 

(v,l,m,p=0, +1; v,l, m,p #0, 0, 0, 0; O0, {0, 1, —1}; 

1, {0, 0,1}; 1, {1, 1, —1}; —1, {0, O0, —1}; —1, {1, —1, —1}). 

Ecrivons la transformalisation normalisatrice (1,1.3) aux ter- 

mes du second degré près, en tenant compte de (2.2) et du caractere 
réel du système de départ: 

Zo = Yo + 2 Re (u;,yi) + 4 Re (œiyoy; + [3], (2.8) 

T; = L_, = yi+ LYS + y + @!._ Vi, + 20. 1YoY-1 + 2a, 1-1 | Ys [3 + [3]. 


Ici les coefficients se laissent exprimer d'après les formules (2.4) 
en fonction des coefficients du système diagonalisé (1,1.1) (Ôô = 0) 
de la façon suivante: 


1 . ; 
0 0 —_ _;)0 | 
SET TS ii = — lg Co) = Édpr 
a! — —ia, a! = À jo æ = ja! a'__—=ia! 
U 11? 1 3 1-1? O1 2 0—1? 11 1-1° 


Utilisant les formules (2.5) et (2.7), on peut compléter (2.8) par les 
termes du troisième degré. 

2.3. Remarque sur la convergence. Conformément au théorème 
de Bruno sur la convergence et la divergence des transformations 


10—01570 
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normalisatrices commençons par la condition ©. Il est évident que 
[CA QI = 1g — qu 

et l’on a par définition (V,2,4.1) 
Het (= 2;::.) 


La condition & (voir (V,2,4.2)) est vérifiée, car son premier 
membre est nul. 

Dans le cas envisagé toutes les valeurs propres de la matrice de la 
partie linéaire du système de départ sont situées sur l’axe imaginaire 
et sont commensurables deux à deux, ce qui prouve que nous nous 
trouvons dans le cas 1 *) du n° V,2.4 où la condition À se réduit 
à la condition A: 


dy = ÀjYj@ (Vos Yis Y-x) GO = 0, +1), (3.1) 


où +p, sont les seconds membres des équations (1.2a). Les conditions 
(3.1) ne se trouvent vérifiées que dans le cas exceptionnel où le second 
membre de la première équation (1.2a) est identiquement nul et 
tous les coefficients des seconds membres de la deuxième équation 
(1.2a) sont imaginaires purs ou nuls. 

Ces conditions étant vérifiées, la transformation normalisatrice 
considérée dans ce n° est convergente dans un voisinage du zéro, 
à condition d'annuler tous ses coefficients qui peuvent être choisis 
arbitrairement. 

2.4. Discussion de la stabilité. Ecrivons le système d équations 
(1.2) aux termes du second degré près. Compte tenu de (2.3), il vient 


d  . . 
_ = GooYo + 20) Yi41 + [9], 

dy | 

el = iyi + 24 Yoÿs + LS, (4.1) 
dy à: 

= — iyi-+ 2ayoy + LA. 


Multipliant la deuxième équation par y, et la troisième par y, et 
faisant leur somme, on obtient un système tronqué 


d 2 d 
0 = anye+ 209,02, <= 2Re a}, yop (4.2) 
à coefficients réels et variable non négative p = | y, | (à la diffé- 


rence de (1.4a) où z = p*). Remarquons que le système (4.2) est homo- 
gène, donc intégrable. Cette propriété est caractéristique de tous les 
systèmes tronqués du second ordre, car ils sont « de dimension 1» 
selon la terminologie de [234c]), $ 2. 

On sait ([145a], n° 13) que pour conclure à l'instabilité de la solu- 
tion triviale du système (4.2), il suffit de trouver une seule trajectoire 
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sortant au-delà du domaine délimité 
T>to Yo +p°< R°, 


quelques petites que soient les valeurs des perturbations initiales 
Yÿy = Yo (To) et Po — P (To) 

Considérons les situations qui peuvent se présenter. 

I. Soit aÿ5 0. Considérons les solutions de (4.2) qui prennent 
naissance sur l’axe des y,, c’est-à-dire les solutions pour lesquelles 
on a po — 0. La deuxième équation (4.2) nous donne (dp/dx), = 0, 
ce qui veut dire qu'on a pour ces solutions o (t) = 0. Soumettons une 
valeur initiale y5 aussi petite que l’on veut à la condition que 


sign yÿ = sign aÿo. 


Il ressort de la première équation (4.2) qu'on a pour de telles solu- 
tions 


FOSC AT 
ce qui signifie précisément que la solution triviale du système (4.2) 
est instable pour aÿo (0. 

II. Supposons que aÿo — 0 mais que af; 0 et Re ah; 0. 
Divisant la première équation (4.2) par la deuxième, on obtient 
dyo _ a “De 
dp  Reakh ÿo ? 
d'où l’on déduit une intégrale première de (4.2) (pour a, = 0): 


11 est évident qu'avec 
a%w—=0, a!_,Re a, <0 (4.3) 


la solution triviale de (4.2) est stable (on a un centre à l’origine des 
coordonnées), et avec 


a =0, a_,Rea, >0 


Ja solution triviale de (4.2) est instable (on a un point col à l'origine 
des coordonnées). 

III. Supposons que ao = a5-1 = 0, Re ay 0. La première 
équation (4.2) nous donne y, (t) = y5. Soumettant yÿ à la condition 
sign yo — sign Re aÿ1, nous constatons que, pour de telles solu- 
tions, en vertu de la deuxième équation (4.2), on a p— œ pour 
T—+ oo et que po > 0; la solution triviale de (4.2) est instable. 

IV. Supposons enfin que a, = Re al, = 0, aÿ_1 Æ 0. La deu- 
xième équation (4.2) nous donne p (t) = p,. La trajectoire pour la- 
quelle sign y, = sign aî-1, po > 0, s'éloigne à l'infini, d'où insta- 
bilité comme précédemment. 

Ainsi donc, la solution triviale du système (4.2) (de même que 
celle du système tronqué (4.1)) ne peut être stable que si les condi- 


10% 
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tions (4.3) sont vérifiées. Le cas de a, = afÿ-1 = Re a, = 0 néces- 
site une discussion spéciale en ce qui concerne les termes de degré 
non inférieur au troisième. 


Remarque. Le cas critique du mouvement permanent où l'on 
a une racine nulle et une paire de racines imaginaires pures a été 
envisagé par G. V. Kamenkov ([54], vol. I) et I. G. Malkine ([79cl], 
$ 96). Soulignons que le système (4.2) ne contient que trois coeffi- 
cients, ce qui, avec la condition de p non négatif !), a déterminé la 
spécificité de la discussion en comparaison du cas général ([79cl, 
$$ 94, 96). Nous ne pouvons cependant pas affirmer que la transfor- 
mation normalisatrice (et par suite la forme normale) puisse être 
choisie analytique dans un voisinage du zéro. Cette circonstance ne 
permet pas d'étendre les résultats sur la stabilité de la solution tri- 
viale du système (4.2) à la stabilité du mouvement non perturbé 
(solution triviale du système de départ (1.1.1) pour Ô = 0). Remar- 
quons qu'avec a, = 0 le point fixe est instable non seulement 
dans le système tronqué mais aussi dans le système (4.2) cornplet. 
Cela est conforme à l'hypothèse 2 de [234i] dont on attend toujours 
la démonstration. Elle doit être appliquée à la solution p = 0. 
Or, si les conditions (4.3) sont vérifiées, le système tronqué présente 
une stabilité neutre qui peut étre changée en instabilité en faisant 
intervenir les termes des degrés supérieurs qui ont été omis. 

2.5. Intégration de la forme normale en approximation quadra- 
tique. Revenons au système tronqué (4.2) et examinons d abord 
les différents cas particuliers. Dans ce qui suit, on entend par racine 
carrée sa valeur arithmétique. 

1° Supposons que Re a}, = 0, a, Æ 0, aÿ_-, 0. La deuxième 
équation (4.2) nous donne p = ps, tandis que la première s'écrit 

dyo 
dt 
et nous donne après l'intégration : 

a) si a = 4,/(2ai-;) > 0: 


x aooÿa 24 -1p3 


b) si a<< 0: 


Po 1+ ke° Es V —a y} —Po _ 24$P0 ] 
V—a 1—ket 


Yo — 


(ici et dans ce qui suit to = 0, y$ = yo (0)). 


1) Pour que le théorème de Tchétaïev sur l'instabilité puisse être appliqué, 
on doit avoir un domaine qui renferme un segment de l’axe des y, (voir [79cl], 
page 414), ce qui est impossible avec p > 0. 
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29 Supposons que Re a, = a, — 0, aïÿ_, 0. La solution du 
système (4.2) est évidente: 


P = Por Yo = 241-1 PIt + Y- 
39 Supposons que Re a, = aÿ-1 = 0, a, 0. La solution du 
système (4.2) est tout aussi évidente: 
1 1 
P— Por Yo — (5 —aur) 
4° Supposons que a = 0, aÿ-, Æ0, Re a, Æ 0. Divisant la 
première équation (4.2) par la deuxième et faisant l'intégration, on 
obtient une intégrale première de (4.2): 


Portant cette intégrale dans la première équation (4.2), on obtient 


dyo _ 1 (72 02 ie * 
— =2Rea, (y; — À) (R= y! 7 Real, ps) - 


Par analogie à 1°, envisageons les cas particuliers suivants: 
a) Si R << 0 (ce qui ne peut avoir lieu qu'avec af_,/Re a!, > 0), 
on a 


__ B+V=Rtg(V—=RReaht) 


Vo == 
1— a tg (2 V —RRe alt) i 
: 02 2 nn 
p= = RAt (a) GER 
[1— Ver tg(2V —RRe a | 


b) Si À — 0 (ce qui ne peut avoir lieu, comme précédemment, 
qu'avec af_;/Re a!, > 0), on a 


Vo= (7 —2Reant) p? = Re af; (L-2Realt) 
c) S R>0,0ona 


LRU NORD (y _IYFRea 
a Rd PR ad ee (K=2VRRea;,), 
(5.1) 


: _ : — FT — 
pa ROR— UV R— y) ES + (VR + y)e IT. 
Il est évident que p (œ) = Oet yo (oo) = —VR pour Re ah; > 0 


et yo (oo) = V À pour Re ah; << 0 et que chaque solution de (4.2) 
parcourt dans le plan des py, une portion d’ellipse définie par (5.1) 
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de l'une des deux façons montrées sur la figure 12, en fonction de 
sign Re ab:. : 

Remarquons que, quelles que soient les valeurs initiales p,, 
y0(Po + Y2* > 0), le cas c) n’est possible que si les conditions (4.3) 
sont vérifiées. 

5° Supposons que af-1 =0,, aoÆ0, 
Re ah, 7: 0. On obtient alors en intégrant 
VR le système (4.2) 


1 o _\-! 
Yo == (=7 ant) ’ 
_2 Reaû 
P=Poll—amyit)  % 
Plaçons-nous maintenant dans le cas géné- 
ral où les trois coefficients dans le système 


(4.2) sont tous distincts de zéro. Divisant la 
première équation par la deuxième, on obtient 


T=-00 


dyo __ % yo | PB P 
7 pt 


dp Y Yo 
Fig. 12 (& = ago: B= 2aÿ 1, y= 2 Re ab). 


La substitution connue y, = pu (p) conduit cette équation à la 
forme 


pu — = (=—-1)us Le (5.2) 


6° Supposons que aÿo = 2Re ah; 0 (œ = y), aî-1 0. Fai- 
sant l'intégration dans (5.2), on obtient 


RE — 
= PAT 9 P_ In L- 
Vo Æ P J p3 +2 Y In Po . 


La substitution dans la deuxième équation (4.2) nous conduit à la 
quadrature 


DRE CEE 
no p? Ho _+9 b In 
0 


L'inversion de cette intégrale nous donne p = p (t; Po, Yo). 
7° Supposons enfin que ai Æ 0, aî-, 0, Re ai, 0 et ao 
% 2Re al, (x Æ y). De (5.2) nous déduisons une intégrale première 
du système (4.2): 
2 
— JL \ 
Po : 


(a — y) yô + Bp? 
(a — y) y9° + Be 


8 2) L'APPROXIMATION LINÉAIRE EST NEUTRE 151 


D'où 
= 


= | (urt+ oi) (2) el, 


et la deuxième équation (4.2) nous conduit à la quadrature 


C Li 
RE pa] ue " pé) (2) - + p° 


qui nous donne p = p(T; Po, Yo). 

Après avoir analysé les cas 1° à 7°, on constate que la totalité 
des solutions du système (4.2) n’est bornée pour tout t > 0 que dans 
le cas 4° sous les conditions (4.3), ce qui corrobore les conclusions 
faites dans le n° 2.4. A l’aide de la transformation normalisatrice 
(2.8), on arrive à écrire la solution générale du système (1,1.1) pour 
ô — O0 aux termes du second degré près. En étudiant la solution 
générale, on peut en particulier déterminer les domaines de stabilité 
conventionnelle dans l’espace des valeurs initiales pour les cas les 
plus fréquents où la solution triviale du système (4.2) est instable. 

2.6. Exemple. Considérons l'équation 


u L bu = cui (b>0, cÆ 0) 


ou, en introduisant le temps sans dimension t = bt, l'équation 


m ? (à d Q 
utu'=qu (=, ver), (6.1) 
qu'on peut mettre sous la forme d'un système d'équations 
0 u 0 10 
=Au+| 0 u={u'|, A=|0 o1||. (6.2 
vus u” 0 —1 0 


Les valeurs propres de la matrice A sont 0, i, —i. Ecrivons la 
matrice S (et son inverse) gui réduit A à la forme diagonale: 


1 0 1 
1 1 1 
; ’ : 0 1; + 
S=|0 à —il, Sri— 2 2 |. (6.3) 
0 —1 —! bé 
Le changement 
Lo 
u—Sx, x=| 7, (G.4) 


T_, 
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mettra (6.2) sous la forme diagonale 
0 
dx : , : : 
- <= diag (0, il, —i) + Si 0 


À V(ro tri +2) 
ou, en développant, 


d 
ni = Ÿ (Zo + ' z, +2) 9 
d ; 
Re it + (Zo + Zi + 2-1)$, (6.5) 
dr_ : l 
== DE Tu Y(to +2: + zi)f. 


Puisque, le système (6.5) ne contient aucun terme du deuxième 
degré, la forme normale n’en comportera aucun, elle non plus, si bien 
que la forme normale (1.2a) s’écrira aux termes du troisième degré 
près comme suit : 


d 
=. = LeoYo + LoiYoY1Ÿ-1 + + [4], 
d 
FE == Éys + LaoUoUs À BoiYi 191 + [4], (6.6) 
dy- _ . 
in so Co SzoYoÿ-1 + Lo Y1Y + [4]. 


Les coefficients de la forme normale (6.6) se calculent à l'aide des 
formules (2.6) en donnant à b},, les valeurs tirées de (6.5): 


Boo = Ÿr Lu 6V L20 = Bo -* 820 — En — —+ Ÿ: 
Multiplions la deuxième équation (6.6) par y = y, et la troisième 
par y, et faisons leur somme: nous obtenons un système 

me = Yÿo (y + 6p°), L- —+ ve (y5 + p°) 
(p° = ya = | y [°)- (G.7) 


Le système (6.7) se prète à l'intégration; nous nous dispenserons 
cependant de le faire, car on voit tout de suite que sa solution tri- 
viale est instable pour tout y £ 0. 


$ 3. La matrice de la partie linéaire admet 
une valeur propre nulle 


3.1. Forme normale ct transformation normalisatrice. Revenons 
une fois de plus au système d'équations (1,1.1) dans lequel t est 
resté cependant une variable indépendante et À, = 0, À, = —7Y + 
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Lio, À = —y—io (y>0, © > 0). L'équation de résonance- 


(1,1.6) s'écrit dans ce cas 
(A, Q) = 0-90 — Y (qi + 1) + i® (q1 — gx) = 0 (1.1) 
et, sous la condition (1,1.5), admet comme solutions 
Metro d=1l:2:9;:2:;: (1.2} 


La forme normale (V,1,2.4) devient alors 


ce 


+, y 
=] 
d . Ç 
SE = (—y+io) y ty D ve (3) 
= 1 


dy- nn 
Th = (—Yy—io) y_, + y, > Ls' Yi 
«= 1 
OÙ Yi = ns Es = Bs- 
Conformément à l'alternative formulée dans le n° V,3.2, grou- 
pons toutes les valeurs des indices v. !, m pour lesquelles hs = 
= À] + ÀÂm et posons pour ces valeurs 
1 1 
Gÿo — {ot = Xio- 1 = 0. (1.4) 
Les formules (V,3,2.4) nous donnent les coefficients quadratiques: 
correspondants de la forme normale: 


3 = Po = Goo LE = Por — Zu: Es —“2P0-1-= 2052-13, (1.5) 


les autres coefficients quagratiques de la transformation normali- 
satrice étant définis par (V,3,2.2): 


aŸ 
im 
im = HR = 


(v,l,m=0,+1;v,l,m#0, 0,0:1,4{0, 1}; —1,4{0,—1}). (1.6) 


Répétant cette procédure pour les termes du troisième degré, 
posons 


Büoo = Bioo1 = Bioo-1 = 0, (1.7) 
après quoi les formules (V,3,2.6) et (V,3,2.3) nous donneront 
g2 ne 4000 = b500 1: De ao, 
(1.8) 


{ _ | . | ÿ ] 
82 = 82 1 3400! = 3b,01 +2 > (24:01 + aa); 
) 
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v 1 v 2 vi Vu Nc 
Bimp = PES Ru ESS Re [ bimp + 3 D (GijAmp + AmjApl qe apitim) | 
J 


(1.9) 
{v, !, m, p=0, +1; v,1, m, p#0, 0, 0,0; 1, {0, 0, 1}; —1, 
{0, 0, — 1}. 


La transformation normalisatrice (1,1.3) écrite aux termes du 
second degré près se présente comme suit : 


zo = Yo + 2 Re (a}1yi) ou 24: [y + 
+4kRe (&u1Y0ÿ4) + [3], Her =: y, + aloy5 + 
+ agi + @li-1yt + 200 -1Yoÿs + 2@i-1 | ya [2+ [3]. (1.10) 


Les coefficients de cette forme se laissent définir, en accord avec les 
formules (1.6), en fonction des coefficients du système de départ 


(1,1.1) (Ào = 0, Àz1 = —Y + iw) de la façon suivante: 
1 aŸ aÿ aÿ 
0 il _— 1-1 0 ot 
Mi T —Y+ io 1-1 7 y Lo =: — y + io ? 
1 L 1 
1 auo de. di _ ts Ca 
oo V— i@ 1 —++iv? or a. y +30 ? 
1 __ ; (do-1 EL CT 
Œo-1 l 20 ? 1-1 y + io 


Utilisant les formules (1.7) et (1.9), on arrive à compléter (1.10) 
par les termes du troisième degré. 

3.2. Intégration de la forme normale. La première équation (1.3) 
conduit à la quadrature : 


vo 


dy 
ne {. 2.1) 
| y >, E3u° 
to 


Après l'inversion de l'intégrale (2.1), la deuxième et la troisième 
équations se laissent résoudre également par des quadratures. 
Si gi = 4, 0, on obtient en deuxième approximation 


fee, m=(ton)t (io, 
uè 


ce qui permet de voir immédiatement l'instabilité de la solution 
triviale de (1.3), donc aussi celle du système de départ lui-même. 
Si g, = 0 mais g° 0 (voir (1.8)), on a en troisième approxi- 
mation 
yo = Sign yo (yé" — 28)". 
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Si g <0,on a y, (t) — O0 pour ft —+ œ et, conformément à la deu- 
xième équation (1.3), y, (t} —— O0 pour t — oo. Ainsi donc, pour 
g < 0 la solution triviale du système (1.3) et, par suite, celle du 
système de départ sont asymptotiquement stables: pour g° > 0 
elles sont instables. 

Tout ce que nous venons de dire est conforme au cas critique d’une 
racine nulle unique étudié par Liapounov ([77a]l, $$ 28 à 32). Nous 
avons aussi utilisé le théorème de Liapounov sur la stabilité en 
m-ième approximation dans le premier cas critique ([77a]., $ 32). 

Les propriétés de stabilité et d'’instabilité ont été étudiées au 
point de vue de leur rusticité dans le livre de N. N. Krassovski ([701], 
$ 19). Le lecteur y trouvera également un théorème de stabilité en 
approximation du "#7-ième ordre ($ 22), ainsi que certains résultats 
supplémentaires concernant le cas critique d'une racine nulle unique 
($ 26). 

3.3. Remarque sur la convergence. Examinons les conditions 
nécessaires de convergence de Ja transformation normalisatrice 
(et de la forme normale) énoncées dans le théorème correspondant 
de Bruno (n° V,2.4). De l'équation (1.1) il ressort que 


LOAS QI = + V (qi + 9-0) + © (qi — gi). 
On a par définition (V,2,4.1) 
© = A = inf (y, w) (4 = 1, 2, ...). 


Le premier membre de la condition w (n° V,2.4) s'écrira sous la 
forme 


— Y ne = — ]n A, 
k=1 
si bien que la condition © est visiblement vérifiée. La condition A’ 
(n° V,2.4) s'écrira 
Yo = 0, (3.1) 
où %, est le second membre de la première équation (1.3). Puisque 
dans notre cas la matrice de la partie linéaire du système de départ 
n’admet qu'une seule valeur propre (À, = 0), située sur l'axe ima- 
ginaire, nous retrouvons le cas 1 *) du n° V,2.4 où la condition À <e 
réduit entièrement à la condition A’. Les conditions w et A se rédui- 
sent donc à la réalisation de la condition (3.1) ou, sous forme déve- 
loppée, aux conditions 
D=0 (= 1, 2; --5). (3.2) 
Nous constatons donc que la transformation normalisatrice étudiée 
dans ce point est convergente dans un voisinage du zéro, à condi- 
tion d'annuler tous ses coefficients arbitraires et à supposer que les 
conditions (3.2) soient vérifiées. 
Les conditions suffisantes de divergence énoncées dans le n° V,2.4 
font défaut dans ce paragraphe (de même que dans les $ 1 et 2). 
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3.4. Oscillations libres dans un asservissement à détection par 
tube cathodique. Considérons un système constitué par un gyroscope 
à deux degrés de liberté dont le bâti intérieur est solidaire d’un tube 
cathodique [136]. L'image de l’objet poursuivi passe par la partie 
optique du système et vient sur l'écran du tube cathodique dont la 
trame rectangulaire est recouverte d’une grille de points-images 


Fenêtre 


Image de 
l'objet 


Fig. 13 


photoluminescents. Quand l’objet à poursuivre tombe dans le champ 
de la partie optique, une tache lumineuse apparaît sur la trame. La 
poursuite de l'objet est réalisée grâce à un système de détection (SD) 
spécial à tube cathodique [136] muni d'une fenêtre rectangulaire 


Zent 
p(T?p?+26Tp+1) 


Fig. 14 


superposée en permanence à l’image de l'objet (fig. 13). Le rôle du 
SD se réduit à amener le centre de symétrie de la fenêtre sur le centre 
de gravité de l’image de l’objet sur la trame. Le problème d’asser- 
vissement consiste à confondre, avec une erreur aussi petite que pos- 
sible, le centre de gravité de l’image de l’objet et le centre de symé- 
trie de la trame. 

Considérons le cas où l'image de l’objet obtenue sur la trame est 
plus grande que la fenêtre de détection. Ce cas se présente chaque 
fois que l'on se trouve à faible distance de l'objet à poursuivre. Si 
la tache couvre la totalité de la fenêtre, aucun signal n'apparaît 
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à la sortie du SD. Ainsi donc, le système de détection représente, en 
régime donné, un élément non linéaire dont la réponse est sensible- 
ment voisine de celle de la zone morte ; elle est approchée en l'occur- 
rence par une parabole cubique. La courbe de réponse en fréquence 
du gyrostabilisateur relevée sur banc d'essai est approchée par un 
élément oscillant avec intégrateur. Le schéma fonctionnel résultant 
de l’asservissement avec SD à tube cathodique est représenté sur la 
figure 14 pour le régime considéré. 

Pour Zent — 0, le schéma proposé est régi par l'équation diffé- 
rentielle 


Le 2az + b°3 = —c2, 

où 
1 _i __ k 
ER DE: 


O<LE<I, k>0, T>O). 


Par un changement de la variable indépendante t = bt, on la met 
sous la forme 


27 +262" Lz" = — Vs (+, v=AT) (4.1) 


qui se laisse développer en un système 


0 : Z 0 1 (0 
#a| 0 | Z — «) A=l0 0 1 ||. (4.2) 


—Y2 z" O —1 —2# 
La matrice À admet comme valeurs propres 
0, el®, e-i9 (g = arccos (—E)). 


La matrice A se laisse diagonaliser par une matrice S dont les 
éléments sont les vecteurs propres de A. Ecrivons Set son inverse S-!: 


1 1 1 1 2 i 
S—10 e9 e-ivl, S1—1|0 Arte-2ig —Arte-it ||, (4.3) 
0 e2iq e-2iç 0 FE Ate2io Ateir 
où A=det S——2iV 1—E2 . En faisant le changement 


To 
Z—=SXxX, X=— Ë } (4.4) 
T_, 


on met (4.2) sous forme diagonale : 


0 
_ — diag (0, eiv, e-i9) x + S"1 0 | . (45) 
—Ÿ (Zo+ Zi + ze) 
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Compte tenu de (4.3), développons (4.5) : 


= y (mot +24), 

me —(—t+iy 1—E) + (1—: =) (o+ + zu) 
(4.6) 

dr 


= (ii VT-Bastzv (titi à) (Zo + Ti+ ri). 


Puisque le système (4.6) n'a aucun terme du deuxième degré, la 
forme normale (1.2) n’en comportera aucun, elle non plus, et s’écrira 
aux termes du troisième degré près de la façon suivante: 


dy 
= 8280 + [4], 


M (EH VT Eu + eên + [AI (4.7) 


où gs et g! sont définis par les formules (1.8), 


0 1_ 3 is + |. 
£a — Y: = (1 d A): 
quant à la troisième équation (4.7), elle est omise, car y — 
= ÿ1 (Gui = H). | 
Faisons l'intégration de la forme normale tronquée. De la pre- 
mière équation (4.7) 
Yo = Ye (1 + 2vy9T) * (yo = yo (0), y1 = y1 (0)), (4.8) 
puis de la deuxième équation (4.7) 
y=yie tt (1 + 2yy0?r)3/4 (cos 4 — Erx+isin V 1—E7) x 
x {cos [ À 7e + vue 1) |- 


—isin E z eu ——— ln (1 +- 2yy9°r) |} . (4.9) 


La transformation normalisatrice ds .3) écrite aux termes du 
troisième degré près se présente comme suit: 
LZy = Yy+ BSoÿe < EUR + Pise, + SP Y og 1 nd BPo-14 0-1 ÉE 
+ BBéuVo1 + Bd1-19 0822 + 3Br-84 191 + Bla Va + 
+ OPY-V0Y1Y-1 +14) (v = 0, + 1). 


En vertu de (4.4) on a x, = z,, si bien que nous pouvions poser 
ci-dessus y_1 = Ÿ1; la transformation normalisatrice s'écrit donc 
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(voir aussi (1.7)) 
Zo = Yo + 2Re (B° 173) + 6y5 Re (Béo:ÿ1) + 6ÿo Re (Bo1ÿ?) + 

+6 | ÿ: [* Re (Bi1-191) + OBoi-1ÿ0 | Y1 [+ [4], (4.10} 
Zy= Ya + Boooÿo + PaiYi + Bl1-1-19 21 + 
+ Boo 1400 -1 + BBouiVoi + SBo-1-2V0Y 21 + SBira | Ya 12 V1 + 

+ Pix | Ya 12 Ya + GBoi-aVo | Yi 12 + [4]. 

Ses coefficients se laissent définir par les formules (1.9), les valeurs 
de bimn étant tirées de (4.6); il vient donc 


ui Brin = —+ ve iv, Bou — — Ye” i?, 
me —pvet, Phi —y(2ei9+e- iv), 
Bo = — V(e0 et) 1, Boo = — À e72i9, 
Bin=-sg e-#9, Bis, —-Léeio—3)t, (411) 
Pons — (ere —1)1, pi, =-he-2ie, 
Po —(ee—2)t, pis (1+ezio)t, 


he 
A 
1 = Ÿ I 
Pi 1-2 — 9A ? Boi-1 TA ? 
où, comme nous le savons déjà, 


Y=ÀT, do —t+;1—E, A=—2iy 1—E. 


L'inversion des formules (4.10) se réduit de toute évidence au change- 
ment du signe de tous les termes du second membre en commençant 
par le deuxième. L' inversion est nécessaire pour pouvoir définir les 
valeurs initiales y et y; en fonction de zx, et z; et, conformément 
à (4.3) et (4.4), aussi en fonction de z5, Z, Z- 

Il ressort de (4.4) et (4.3) que 


z = z0 + 2Re x. (4.12) 
Nous obtenons en définitive la solution du problème de Cauchy sous 
forme générale pour l'équation (4.1) aux termes du troisième degré 
près. Elle se présente sous la forme d’une suite de formules (4.12), 
(4.10), (4.9), (4.8). 


Isolons la partie principale de la solution, telle que nous l'avons 
définie en fin du n° 1.4. Puisqu'on a en vertu de (4.10) 


Zo = Yo + (31, x; = Ti = ÿ + W, 
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il ressort de (4.12) que 
2 = yo + 2Re y, + (3, 


‘et la partie principale de la solution s'écrit d'après (4.8) et (4.9) 
comme suit: 


2 2 yo (1 + Qyy9T) V8 + De-8r (1 + yo) Z (ro), 
‘où 
Z(r)=cos [VI—ET7—6(1)| Rey? -sin{[V 1—ETr—6(+r)] Imy! 
‘et la notation @ (+) signifie 


3 
SU=S A 
Par définition de la partie principale et en vertu des formules (4.3) 
‘et (4.4), on a ici 


È 
Q 


In (1 + 2yy9°T). 


0 0 1 , 7 


yiæ ai = Ate-2ioz — ATte-ios — 


si bien que 
1... 
Reyæ—Es—-2, 


Ein y} — 1(2E — 1) 29 -+ ES. 


TT 2Y1—E 


CHAPITRE VIII 


FORMES NORMALES DES SYSTÈMES DU QUATRIÈME 
ET DU SIXIÈME ORDRE 


(APPROXIMATION NORMALE NEUTRE) 


$ 1. Systèmes du quatrième ordre 


Le premier n° de ce paragraphe traite des systèmes d'ordre quel- 
conque. Dans les deux n°5 suivants nous appliquons les résultats du 
chapitre V à l'étude des résonances et des formes normales qui se 
manifestent quand un système analytique réel autonome (en général 
non conservatif) du quatrième ordre a la partie linéaire dont la 
matrice admet deux paires de valeurs propres imaginaires pures 
distinctes. La stabilité de la solution triviale est discutée (n° 1.4) 
soit à l’aide du critère de Moltchanov [298b], soit — si le critère de 
Moltchanov s'avère inopérant — à l'aide du critère de Bibikov- 
Pliss [227]. 

1.1. Remarque concernant les coefficients de la forme diagonale. 
Soit un système à k degrés de liberté, animé d'oscillations dont 
l'équation vectorielle s'écrit 


V + Pv =f(v, v, (1.1) 


où v = (v,, .... va)", P une matrice À X À symétrique réelle, 

f une fonction vectorielle analytique dans un voisinage des valeurs 

nulles des arguments. Supposons que les valeurs propres de la ma- 

tricc P, tout en étant réelles. soient positives; désignons-les 

(6 >0;%x = 1.....k). Soit S une matrice non singulière (par 

exemple orthogonale) qui réduit P à la forme diagonale, de sorte que 
= S diag (oi. ..., wi) SL 


La transformation linéaire v — Su conduit (1.1) à 
Us + Oxlx = > Acpuaug de > Bafvuaupuy . à Céfueus s 
LE Déuaupurt À Eépuaus + D Fapyoupuy + 
LE Géououptyt 4) (x=1,...,#), (1.2) 
où les termes du quatrième degré et des degrés plus élevés en u,, . 


.... Us Uys + -< +, Un Sont omis. Mettons (1.2) sous la forme d’un 
système de 24 équations du premier ordre et diagonalisons sa partie 


11—01570 
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linéaire par la substitution linéaire (voir (VI,1,1.2) et (VI,1,1.3)) 


Re ; er. 
HU Mi (i=y —1 au 1=R 1:35 FH), (1.3) 
(zx + 24) = Re x,, 

(1.4) 


ID, (Tz,— 2.) = —0,Imzxz, (x=—=1,...,k), 


OÙ O_y — —@x (x — 1, ..., k). De toute évidence 
Tux = TZx (x =1,...,k). (1.5) 


Il vient après transformation 
h 


dry 
si == = i0,Ty + > ajhTITh + s binitytnTi +. (1.6) 


dt 
—k _k 
(v = F1,..., +). 


Les trois cas suivants sont à distinguer: 

a) Si le second membre de (1.2) ne contient que des développe- 
monts suivant u,, ..., uy, (c'est-à-dire si pour les termes du deu- 
xième et du troisième degré le second membre de (1.2) se compose 
uniquement de la première et de la deuxième sommes), les coeffi- 


cients ah, bin, . .. dans (1.6) sont imaginaires purs [2271]. 
b) Si le second membre de (1.2) ne contient que des développe- 


ments suivant Un, ne: Uy (c'est-à-dire si pour les termes du deu- 
xième et du troisième degré le second membre de (1.2) se compose 
uniquement de la troisième et de la quatrième sommes), les coeffi- 
cients des termes de degré pair dans (1.6) (par exemple a;,) sont 
imaginaires purs et ceux des termes de degré impair (par exemple b;,,) 
sont réels. 

c) Si tous les termes de (1.2) sont mixtes (les trois dernières som- 
mes), les coefficients des termes du deuxième degré dans (1.6) seront 
réels; l'avant-dernière somme dans (1.2) détermine également les 
coefficients réels des termes du troisième degré dans (1.6), et la der- 
nière somme dans (1.6), les coefficients imaginaires purs des termes 
du troisième degré dans (1.6). 

1.2. Forme normale. Soit un système autonome réel du qua- 
trième ordre. Supposons que sa partie linéaire, qui admet deux paires 
de valeurs propres imaginaires pures conjuguées distinctes, soit mise 
sous forme diagonale: 


dzv 
Fe =t,+ D ahnzyrn + D bhetzntn + (2.1) 
(v = + 1, + 2). 
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Les indices de sommation prennent partout les valeurs +1, +2; 
À, = À,: sans diminuer la généralité, posons À, = —i, À, = i, 
ha = —hi, Ào = Ài (0 LA < 1); les coefficients ajÿr, bin, ... 
sont complexes en général (voir n° 1.1) mais aussi — soulignons- 
le — symétrisés : 


ahj= Ain, Dijnn = id. (2.2) 
Rappelons que l'accolade {af ... w} symbolise comme précé- 
demment une permutation quelconque de &, B, ..., «. 


En vertu du théorème fondamental de Bruno, il existe un change- 
ment complexe réversible de variables (transformation normalisa- 
trice) 


23= Yy+ D GimY Um + D BimnY mn ++. (Ü=F1, F2), (2.3) 
(Œi = im» Ptimn) = id.), 


qui réduit le système (2.1) à une forme normale: 


d Le 2 
= Ayvtys Di  EvQU Ir UT Y'a ue (2.4) 
(A, Q)=0 
(v= F1, F2). 


Ici 
Q = (gi, Qu Yes Ge) 
(A, Q) = Rigi + Mig + Àoge + iÿo = 
= Éf(gi — qu) + À (ge — g-s)), 

Q-1r is I-2r G2 Sont entiers ou nuls et g, > —1, les autres g; étant 
non négatifs (q-1 + 1 + Q-a + Ga > 1). La forme normale ne con- 
tient donc que des termes résonants dont les exposants de puissance 
vérifient l’équation de résonance 

(A, Q = 0, où qi — Qu + À (92 — 9-2) = 0. (2.5) 


Voyons si l’on peut avoir dans (2.4) des termes résonants du 
r-ième degré tels que 


Qi + +e+ge=r—-1 (r2> 2). (2.6) 

Pour tout À € (0, 1) l’équation (2.5) admet une solution triviale 
Jui = Gus no = a (2.7) 

et une solution non triviale 
_ G-1—=4 . 

MER PL 0) 
les conditions 0 << À << 1 et (2.6) imposent à (2.8) les restrictions 
0 —mi<lg—gel<r. (2.9) 


11° 
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Pour les termes du deuxième degré (r — 2) la solution triviale est 
impossible (comme pour les autres termes de degré pair), car en vertu 
de (2.6) et (2.7) la somme de deux quantités paires ne peut être un 
nombre impair. Quant à la solution non triviale, qui n’est possible 


que pour À — 3 elle nous donne pour les termes résonants des 


équations (2.4) respectivement 
Q- = (—1, 0, 2, O), Q: = (0, —1, 0, 2), 
Q = (1, 0, —1, 1), Q, = (0, 1, 1, —1). 


Pour les termes du troisième degré (r — 3) la solution triviale (2.7) 
nous donne 


Q, = (1, 1, 0, 0) et Q, = (0, 0, 1, 1) (v = F1, F2). 
Quant à la solution triviale, qui n'est possible que pour À = + 


elle ajoute aux termes résonants, en plus de la solution triviale, 
les valeurs suivantes: 


Q: — (—1, 0, 3, 0), Q; —_ (0, —1, 0, 3), 
Qu = (1,0, —1, 2), Q = (0, 1, 2, —1). 


Conclusion. Les équations (2.4) étant écrites aux termes du troi- 
sième degré près, le théorème fondamental de Bruno donne lieu aux 
formes normales suivantes: 

a) En l'absence de résonances principales, c'est-à-dire pour 


À. #5 + (cas général) 


d % ' e ( 
Fe = sy BY Us + RiYÿs-miÿiu-s (V= F1, F2). (2.10) 


b) Pour la première résonance principale (a = +) il convient 


d'ajouter un terme du deuxième degré au second membre de chacune 
des équations (2.10), respectivement 


faViar as Î-oYiVar fayiY-s. (2.11) 
c) Pour la deuxième résonance principale (a +) il convient 


d'ajouter un terme du troisième degré au second membre de chacune 
des équations (2.10), respectivement 


EiVlsr EiVèr C-eYiUèr CoYiy?2. (2.12) 

1.3. Calcul des coefficients de la transformation normalisatrice 

et des formes normales. La transformation normalisatrice (2.3) met 

le système (2.1) sous une forme normale (voir (2.10) à (2.12)). Symé- 

trisant ses coefficients (voir (V,3,1.3a)) nous dégageons les identités 

fondamentales (V,3,1.6), puis nous suivons l'alternative énoncée 
dans le n° V,3.2. 
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Supposons d’abord que À # = +. On a alors A, HA + Am (v, /, 


m = +1, +2),et les coefficients tr de la transformation 
normalisatrice vérifient la formule (V,3.2 


Ÿ 
im : ne: 9. TL 
Lin D Tee me à (v., l, m =: — 1, + à; À r) (3.1) 


sans autres restrictions (à € (0, . (5. 1)). 


Pour À — + on a = is : ÀÂm si et seulement si v, !, m = 

= —1, —2, —2; 1, 2, 2; 2, {—1, 2}; 2, {1, —2}. Donnons à 

A 3-2 "4 TES 

des valeurs quelconques (de préférence définies par continuité à par- 

tir de la formule (3.1) pour À + n si cela est possible, ou bien nulles). 

Les autres a}, vérifient la formule (3.1). Les coefficients des termes 

du deuxième degré (2.11) qui apparaissent pour À — _ se laissent 
définir par les Res (V,3,2.4) : 


f-1=9 2 Gin He Pre Os 


9 


f-2=2p:; 19 — = 24 =. fa = 24; = 24*_o. 
ut aux termes du troisième degré. Supposons d'abord que 
LH. Groupons les valeurs de v, !, m, p pour lesquelles À, — 
= À + Âm + AP: elles sont 
v,lm p=v,{l, —l, v} (v, l = Fi. F2). (3.3) 
Posons 
Bi. -1u=0 (v,l=+1, F2). (3.4) 
Les autres valeurs de v, !, m, p vérifient la formule (V,3,2.3), de 
sorte que 


v 1 v 
Boo = rs [Pme + 
2 à 
-À- Es > (a} œ aŸ a — aY a )| (3.5) 


2l APE dim pl Jp im 
J=+F1, F2 
(v, im, p= +1, F2; I, m,p#Æ{l, —I, v}). 
Puisqu'on a en général ! = v, +(3 — | v |), les coefficients des 


termes du troisième degré de (2.10) qui correspondent aux valeurs 
considérées des indices se laissent définir pour À DE par la formule 
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(V,3,2.6) : 
Eu Be = Biv-v+2, 2, (ai; a, +at ai), 
RG 3 4 = OÙ, 3-jvt, 1vt-3 + (3.6) 


+4. À (ae _ EURE RS EURE a - Tes. 1 3-1v) 


2=-+F1,+72 
Si À = il convient de faire intervenir les formules (V,3,2.5). 


Reste à considérer le cas c) du n° 1.2 où l'on a À — £ . En plus de 
(3.3) on a À, = Àr + Àm + Àp pour 
v,lm,p= —1, —2, —2, —2; 1, 
, 2}, 2, {1, —2, —2}. 
Nous donnerons à 

B2-2-2, are, Brie Pa-2-2 
des valeurs quelconques (de préférence définies par continuité à par- 
tir de (3.5) pour À — 3 si cela est possible, ou bien nulles). Les coef- 
ticients des termes du troisième degré (2.12) qui apparaissent pour 
À — + se laissent définir par les formules (V,3,2.6): 


ei = 4h20 = Dar +2 DER (3.7) 
e_2= 347229 = 82 e2 + 25 (a=;ahs + 2az/o 1), 
ex = SX 2- 2 = 301 -2-2+2 2 (aie 2 2 + 20? 25% - 2). 


Pour tout À € (0, 1) on commence le calcul par les formules (3.6) 
(ou (3.7) si À — + pour passer ensuite à (3.6)) et on le termine par 


les formules (3.5). 

1.4. Critère de stabilité des oscillations de Moltchanoy. On con- 
naît les travaux de G. V. Kamenkov [54], t. I et de I. G. Malkine 
[79c] sur la stabilité dans le cas critique de deux paires de racines 
imaginaires pures. Dans le cas envisagé, il est préférable d'utiliser 
le critère proposé par À. M. Moltchanov [298b] qui tient compte 
de la spécificité des formes normales et des résonances qui se mani- 
festent. 


8 1] SYSTÈMES DU QUATRIÈME ORDRE 1467 


Nous supposerons maintenant'!), comme dans le n° 4.1, que les 
variables soient conjuguées complexes deux à deux: 


Ty = 2 y = y (Ü = 1, 2). 
Plaçons-nous dans le cas général (A + +) . Multipliant les équa- 
tions (2.10) respectivement par y, et faisant leurs sommes deux 


a deux, nous obtenons 


In LaReg y +2Rek lu [2 y le. 


(4.1) 


d . ° 2 
LE =2Rek, [y °1y 1° +2Reg, | y 1. 


Par définition, une seule trajectoire instable suffit pour con- 
clure à l'instabilité. Posant y, = 0, puis y, = 0, nous voyons que 
la solution triviale du système (4.1) est instable si l’on a 


Reg >0 ou Reg, > 0. (4.2) 
Nous supposerons, jusqu'à la fin de ce n°, que 
Reg, <0, Reg, < 0, 


le cas de Re g, — Re g. = 0 faisant l’objet du n° suivant. Introdui- 
sons deux nouvelles variables de signe défini (non négatives) 


= —2Reg lg, = —-2Regly 
et mettons le système d'équations (4.1) sous la forme 
dv due 
où 
_. Re h; LE Re ho 
L Re Le ? cn Re £1 


(rappelons que g,, g:, h,, h, sont définis par les formules (3.6)). 
Critère de Moltchanov [298b]. Les systèmes (4.3) instables sont 

situés au-dessous de la branche négative de l'hyperbole ab — 1. Au-dessus 

de la droite a + b = —2 se trouve le domaine de stabilité monotone. 
Démonstration. Additionnant les équations (4.3), on obtient 


d'(vit-ve) La, 
—7 = (AY, V): 


1 

v, — 1 TT (a + b) 

(5). ef 
V2 —-; (a+ b) — 1 


1) Cette supposition n'était pas obligatoire dans les nos 1.2 et 1.3. 
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Rappelons que v,, v. sont des variables non négatives. De ce fait, 
les conditions sous lesquelles la matrice A est définie négative sont 
des conditions suffisantes pour que la solution triviale du système 
(4.3) soit asymptotiquement stable. A leur tour. ces dernières con- 
duisent aux inégalités 


—2<a+b et a+b<2. (4.4) 


Montrons que la seconde condition est redondante. Considérons une 
fonction V 


É 1 | n 
V TT (@, + v2)° 


qui est définie positive quand les variables v,, v, sont non négatives. 
Sa dérivée conforme à (4.3) s'écrit 


dv 


 — —vi- (a+ b+ 1) vie (0, + ve) —v; 


elle est définie négative si 
a+b+11>0. (4.5) 


En vertu du théorème de la stabilité asymptotique de Liapounov, 
la solution triviale de (4.3) est asymptotiquement stable si la con- 
dition (4.5) est vérifiée. Des deux conditions (4.4), (4.5) reste une 
seule, 

a + b > —2, 


ce qui démontre la seconde assertion du critère de Moltchanov. 
Démontrons la première assertion. Cherchons les solutions de 
(4.3) sous la forme 


Ux = VU (T) (US > O0, x = 1, 2). (4.6) 
Portons ces expressions dans (4.3). Il vient 
dv 
PTS =Ov?, v (0) =; 
—V—avÿ=0, —bui— 1-0. 
D'où 
0 _ o(a—1) 0 _ o(b—1) 
2. {—ab ? 3 1—ab 


Pour © > 0 la solution (4.6) tend vers l'infini quand t — co. Puis- 
que vf > 0 et uv > 0, la condition © > 0 a lieu chaque fois que les 
inégalités 

ab>1, a<1, b<1 
sont vérifiées, ce qui démontre la première assertion du critère de 
Moltchanov. 
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Remarque. A. M. Moltchanov affirme aussi [298b] qu'on trouve 
entre la branche négative de l’hyperbole ab — 1 et la droite a + b = 
— —2 des systèmes (4.3) qui sont formellement stables, dont les 
solutions risquent cependant de croître avant de commencer à dé- 
croître. L’« envergure » d’un pareil système est approximativement 
évaluée à |a | + |b |. Il est clair qu'un système de ce type peut 
s'avérer pratiquement instable si son « envergure » devient trop 
importante. 

1.5. Critère de Bibikov-Pliss. Dans le cas a) du n° 1.1 les coeffi- 
cients g, et hk, (v = F1, +2) du système (2.10) sont imaginaires 
purs, si bien que le critère de Moltchanov devient inexploitable. 
Plaçons-nous dans ce cas et écrivons la deuxième et la quatrième 


équations du système (2.10) (à € (0,1); À . 3) sous la forme 


ë s >, À 
À = iy, +1 (Ey, ET Era | Ye l2) +14], 
(5.1) 
dy2 


: , + f{ Ra 
“ie = iAÿe ri (— y ET 12+< y | Y2 (2) + [4]. 
Le système (5.1) est un cas particulier de (1.2). 

Appliqué à (5.1), le théorème énoncé par Iou. N. Bibikov et. 
V. A. Pliss dans [227] conduit à un critère: 


Si À est irrationnel et 
1 | 
Ta Th | 

* | = — (g,£2— hhs) Z 0, (9.2) 
Fa 2 


J = 


INA 
7 M2 


la « presque totalité » d'un e-voisinage de l'origine des coordonnées est 
remplie de mouvements presque périodiques, c'est-à-dire que la position 
d'équilibre est « pratiquement » stable au sens de Liapounor. 


$ 2. Problème d’Ishlinsky 


Le contenu des n% 2.4 à 2.6 est indépendant des n°5 2.2, 2.3. 

2.1. Forme liapounovienne des équations du mouvement. Dans 
sa monographie ([52al, annexe 2) A. Iou. Ishlinsky a établi avec 
précision (dans le cadre de la théorie de précession) les équations du 
mouvement (40) :) de la plate-forme gyroscopique de l'élément sen- 
sible d’un horizon-compas gyroscopique par rapport au trièdre de 
Darboux. Ecrivons ces équations soumises aux conditions (17), (41), 
(47) et à une condition supplémentaire selon laquelle le poirt de 


1) Dans le texte qui suit, toutes les formules numérotées par un nombre 
unique sont tirées de [52a]. 
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suspension soit animé d’un mouvement uniforme suivant une sphère: 


da = mix mgl v 
= See C0SACoSsV+- 18 BCOS y + FR cos a tg B— «w 
df mlvo mel : D: 
= Gpess COS à COS f sin Y+ pe sinfsiny—-sina, (1.1) 
dv, 28cose mo sa sinfcos = 
dt mIR 2B cos e Y 
mgl sin? B _b cosa 

2Bcose cosh SR R cos B ? 
de mlvw : | | , mgl : 
H= 5m (sin cos y + cos a sin B sin y) TT cos f sin Y. 


Remarquons que le système (1.1) est réversible (t-invariant), c'est- 
à-dire qu'il reste inchangé quand on change & en —a«, y en —Y 
et t en —t. Conformément à (45), (19) et (20), posons dans (1.1) 


mlv miv 
— Rs “ JU —————— 9 


et écrivons le système (1.1) aux termes du troisième degré près: 
À = NB + wA— + wa? + +o (1++K ) A? + NBA— 


—+oatA +o(1+5 A) &+N(1+2EK) BA, 


= —Na+wT + NBT + TA + 
++ Not — + waiT +w(1++K)TA+ NBTA, 
(1.3) 


= —0B - NA ++ Na? NB? ++ NKA2—wBA + 


RL + +K) BA? — NB2A, 


= = — wa + NT + oKQA —w— BT—NEATA -- 


—o (+ K+ TE +NK (++) rar. 
Pour le faire, nous avons introduit des paramètres 
2202 u 
N?=+, V=—; = pepe © COLE? Eo (1.4) 
et des variables 
a, B——$, T=—+, A (1.5) 
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et nous avons négligé (comme nous le ferons partout) la quantité V*? 
qui est faible devant W°: 


2 v? 


= 7 <1 (1.6) 


Les vitesses v du point de suspension restant inférieures à 100 m/s, 
cette dernière convention revient à négliger les quantités inférieures 
à 1,5-10-* par rapport à l'unité. La matrice A de la partie linéaire 
du système (1.3) admet comme valeurs propres 


FN +o)i +FIN—oli (i=V 1). (1.7) 


La matrice S, de la transformation linéaire qui met la partie 
linéaire de (1.3) sous forme diagonale est constituée, on le sait, des 
vecteurs propres de À: 


1 1 1 
— i Îi —ài L 
— i À LL —Àù 


Il est aisé d'écrire la matrice S, de la transformation linéaire qui met 
le système diagonale sous la forme alternée liapounovienne : 

141 —i O0 0 
411 50 0 


= z{l0 01 —il 
0 01 i 
La matrice S de la transformation résultante s'écrit 
ÛÙ 1 01 0 
il OO —1 0 —1 
S=SS=) _1 01 ol 
0 —10 1 


Faisons donc dans (1.3) un changement linéaire de variables (et 
écrivons la transformation inverse à côté): 


a=Ëb+t, B= —n—7% T=$—E A=x-n (1.9) 
(E=+(a—T), n= + (B+A) E= (a+), x=+(A—B)) . 


11 devient possible d'écrire les équations du mouvement (1.1) aux 
termes du deuxième degré près, compte tenu de la supposition (1.6) 
et en utilisant les nouvelles variables (sans dimension comme les 
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anciennes), sous la forme d’un système 


= nt + (+ LA )n + LA + (A—+Kk)nr, 


TT EH (A — 1) En—(K + A) EX + (1 —AK) nb + À (+ K) Un], 
(1.10) 
= y RE D AK TE — 
—A(1++K) +4 (5 AK —1) 1x, 


++ A) Ent (A — 2) Ex + (1 HAE ME + À (1— A) Ou 
en introduisant le temps sans dimension 

T=(N+o)t (1.11) 
et deux paramètres sans dimension Æ (voir (1.4)) et 


N— vw 


1=g SE (0<A<i) (1.12) 


(on peut aussi examiner le cas de w > # en introduisant À” — —àÀ). 
Remarquons que le système (1.10) est réversible (t-invariant), c’est- 
à-dire qu'il reste inchangé quand on change E en —E, Een —& et 
Ten —T. 

2.2. Transformation du système de la forme liapounovienne. Le 
système (1.10) est un système de Liapounov ([77a], $$ 33 à 45) s’il 
admet une intégrale première analytique et de signe défini dans un 
voisinage des valeurs nulles des variables. On s'assure sans peine 
que pour À € (0, 1) le système (1.10) admet. en approximation envi- 
sagée, une intégrale première de signe défini 


H = En ++ À (48 — n$) + 
+ NE HE BAY) — + x (8 + Et — BK n°) + 
+Én—x)+[f]=u (u>0). (21) 


Or, tant que la convergence de (2.1) n'est pas prouvée, nous dirons 
que (1.10) est un système de la forme liapounorienne. 

Compte tenu de l'intégrale (2.1) et de la substitution de Lia- 
pounov 


E=pcosd, n=psinŸ, Ê —=pz,, {= P2, (2.2) 


nous avons indiqué dans le n° ]1,1.1 une transformation par laquelle 
on arrive à abaisser l'ordre du système de Liapounov de deux unités 


$ 2] PROBLÈME D'ISHLINSKY 173 


en le réduisant à un système quasi linéaire non autonome. Désignons 
les termes de degré égal ou supérieur au deuxième dans (1.10) res- 
pectivement par 


ZE, n, 6, x), HE, n, 6, x), Z(, n, &, x), X(E, n, 6, x) 
et calculons les fonctions 
P(p, Ÿ, z,, 2) =p"2(E cos à + H sin Ÿ), 
O (p, Ÿ, z, 2)=p?(—2Z sind +H cos Ü), 
Zip, Ÿ, z,, 2) =p2Z—2,P, 


Z2(p, Ÿ, z,, 22) = pT2X —2,P. 
Il vient 


P= 2 (2+-3X) sin © sin 20 + Æ(1—ÀK) z, sin? 0 + 
+ (A— 2K) z, sin 29—— (cos Ô + z,)2cos 8 + 
++ A (1+K) Z, Zo Sin $ ++ Kzi cos Ô + O (p), 
e— —(1+2+%) sin® 0 ++ (K — 1) cos Ÿ sin 20 + 
++ (ARR) 2, sin 20 + (5 A —A) 3 sin? 0 + 
++ A (LHK) 23,008 d — + Ka sin 0 — 
— 5 (A+) 2,008 9 + (cos 0 +2} sin B+O(p), (2.3) 
Z, = —+ KR sin0 + (AK —1) 2, sin 0 + 
+ LA (cos 8 + 2,2 —+ (1— AK 2° sin? 0 — 
— + (24 3K) 2, sin Ÿ sin 20 + + (2A — À) 2,2, sin 20 — 
— À (1++ K) 22 + 2 (cos 8 + 2,)° 2, cos D — 
— A (14 K) 22 sin ÿ— + Kz,24 cos D + O (p), 
Za= —+(1+K) sin 20 ++ (44 AK) 2 sin D + 
++ (K— à) 2, cos 8 — + (2+-3K) 2, sin ® sin 20+ 
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+5 AR) 2322 — + (1 — AK) 242, sin? 8 + 
+ _ (24 — À) z5 sin 20++ (cos Ÿ + z,)° z cos Ÿ — 
— À (1 + À) z,z° sin D —— K'2, cos Ü + O (p). 
La transformation indiquée nous conduit à un système quasi 


linéaire non autonome de la forme (1,1,1.9) 


d2 


40 —hz,+u(1+ +32)" 1° [Z1 (0, Ô, z,, 22) + 


+ 2,0 (0, Ÿ, z,, 2)]+O(u*), (2.4) 


< = Àz,+u(1 +7; Us [Z2 (0, Ÿ, z4, 22) — 

— Àz,0 (0, D, z,, z)] + O (u°). 
Ce système peut être traité par différentes méthodes du petit para- 
mètre. Celle que nous utiliserons est la méthode de Poincaré ([107al], 
t. I, chap. 111) proposée pour la recherche des solutions périodiques. 


2.3. Recherche des solutions périodiques. Nous chercherons les 
solutions périodiques du système (2.4) sous la forme 


z, (9) = 29 (9) + ua (0) + u°z (9) + ..., 
22 (8) = 28 (0) + uzs (9) + n°23 (9) + .... 


Portant ces séries dans (2.4), nous obtiendrons des systèmes d’équa- 
tions qui permettront de définir 2}, z et 2}, 22: 


(3.1} 


A — }2,, Fa _ À21 ; (3.2) 


Hi pt Az) 22, (0, 8, 2°, 2) + 
+ 12,0 (0, Ÿ, 2, 2s)]: (3.3) 
= A+ (A+ +2 | lé [Z2 (0, Ÿ, 21 23) — À2,0 (0, 8, z;, :,)]. 


La solution générale du système (3.2) est T (A)-périodique: 
2 = C cos AO + D sin A8, % — —D cos À + C sin A6. (3.4) 


La solution (3.4) peut aussi être considérée comme g7 (À)-périodique, 
avec g entier naturel quelconque. Les seconds membres des équations 
(2.4) (et (3.3)) sont des fonctions explicites d'une variable indépen- 
dante, qui peuvent être considérées comme 2pr-périodiques avec p 
entier naturel quelconque. La solution (3.4) sera donc solution géné- 
ratrice pour une solution 2pr-périodique du système (2.4) si et seu- 
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lement si 
qaT (à) = 2pr ou À — L (3.5} 


où g/p est une fraction propre irréductible positive quelconque. 
Réduisons le système d'équations différentielles (3.3), qui définissent 
les premiers termes correctifs, à une équation unique en z!; compte 
tenu de (3.4), il vient 


Fe + MA = (14 C4 DAT SZ, (0, 0, 220), 22 (0)) + 


+2 0 (0, 8, 2° (8), z2(0))— AZ, (0, 8, 22 (8), 22 (8) + 


+ 2A2:20 (0, 8, 2° (8), 22 (8) |. (3.6) 
Calculons le second membre de cette équation non homogène en 
désignant par la prime la dérivée totale par rapport à Ÿ: 
Z;, +À:9'"— AZ, + 242210 — 
= — © (2A2K + 26A2 + 32 —3K + 1) 2° sin Ô + 


_. (GAZK ++ 6A2 — OK — 9) 2° sin 38+ 
{ = | 0 3 7) 0 
+R (AK — 15 — 16) 2 cos + À (1 + K) 2 cos 30 + 
++ (- 2M8K + 3A2 + 4XK — 4) 2° sin 20 + 
+ LAS (AK — 2) 2% sin 20 — À A2 (OA + BK + 12) 2929 + 
++ (3A3 — 5A2X — 41 + 4K) z/2 cos 20 — 


— + (2AK +1) sin 0 + LA (GALK + GA? — AK —5) » 


x 2%°2° cos 0 + Je (2424 K) 22% sin 9 — 


ue _ A (2A2K +22 K)z°cos 8. (3.7) 


La partie non homogène de (3.6) contient des fonctions trigo- 
nométriques de Ÿ aux pulsations 


_ 9 (p— _ 
a)  . b) = D c) |p—3ql . 


P ? 
p+q 3p+q 3P—4 9  2(p+qg) 24  p+3q 
ma ns 9 PA pp. P , P e 


p 9 P 9 P , 9 


d) 
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Voyons sous quelles conditions une de ces pulsations se confond 
avec la pulsation g/p de la solution génératrice : 


p—q _gq _ _. À; 
a) P  Pp? g:= 1, p=2, À ==; 
2(p— 9)  gq e _ 2 
DS ee pete Le 


Dans le cas d) la coïncidence des pulsations est impossible. Dans 
les cas a), b), c) l’équation (3.6) n’admet de solutions 2px-périodi- 
ques, avec les q et p donnés, que pour les valeurs de C et D suscep- 
tibles d'annuler les termes en sin (g@/p) et cos (qê/p) dans (3.6). 
Or, les équations des « amplitudes génératrices » ne fournissent, pour 
À — +, 7 £ ,que des solutions nulles, C — D — 0. Cela signifie 
qu'on n'a aucune solution périodique quand À prend ces valeurs. 
Lorsque À prend toutes les autres valeurs définies par (3.5), on a une 


solution périodique, quels que soient C et D. Cette dernière circons- 
1 


tance signifie qu'en dehors des résonances À= +, 3 à , pour toute 
valeur rationnelle de À € (0, 1), la solution périodique est générale 
avec quatre constantes arbitraires C, D, u et t,. Conformément 
à (2.1), (2.2), (3.4) et (3.5) (voir aussi le n° 1Ï1,1.2) la solution indi- 
quée s'écrit comme suit: 


_ H . > 
irc pi cos + O (u?), 
= se ! Ù sde 2 . 
n cn sin Ÿ -} O (pu?) 
ee 4 ÿ D sin? 2 (3.8) 


$ EE — + 1 ae = 2 
4 7e D cos es Ÿ +Csin = ) L O (u?), 
1 1. 2 


d == (N +) ( — to) + 0 (u) ; TÉT T3 


Rappelons que le retour aux variables de départ s'effectue moyennant 
les formules (1.9), (1.5) et (1.2). 

Il est cependant préférable de donner la définition quantitative 
du mouvement en mettant l'équation du mouvement sous une forme 
normale: nous le ferons tout de suite. 
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2.4. Forme diagonale et forme normale des équations du mouve- 
ment. Faisons dans (1.3) la transformation linéaire de matrice (1.8) 
(et écrivons la transformation inverse à côté): 


GQ—=Za + +z +z = 2Re (x + 2), 
B—i(—xz HT — Zee + ze) = —21m (x + 23), 
T= 1-1 +z. + = 2Re (x — x), (4.1) 
A=i(—zu Hu tre — 7) = 21m (re — 2); 
= 1/, [a + (—1) YT — iB sign v + i(—1)%A sign v] (4.2) 
(v = F1, F2). 


Introduisant le temps sans dimension t (voir (1.11)), nous aboutis- 
sons à un système d'équations de la forme (1,1.6) 


= it, — LA A)zh + TE (KT) 2 — 

—L(U+A) (CA +024 LA RCA) + 
+LGB+HA) zur + (KE —1) (CL zur — 
—+(1+4)(2—2 RE UN TT — 

PPS (K—1)z.z+[3], (4.3) 
8 ia s (+ A)(2-LN 2 — + _ (2— 2) xi + 
+= Di Æ,+ A (7— Red ÀA(1—K) rx, — 
++ LA K) (24 + 1) Zita te (À —3) z_,xe + 
+L(KR+D CDs ++ (+ KR) re — 
— ZA (BK) 237 [3]. 
Nous avons omis d'écrire les termes du troisième degré, car ils ne 


nous seront pas tous utiles dans la suite, ainsi que la _première et la 
froisième équations, puisqu'on a t = %, t- 2 = on (4. 2)). 

Calculons œm d'après (1,3.2). Il est évident que a=;- =" = = Gim 
(v, l.m—=71, +2), et il suffit de retenir du quatuor @}h, œmi, 
12—01570 
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D EE) 


V " . , _ 2 
Œlj-m X=m_s (ou de la paire &yy, &=j_,) une seule quantité: 


ï ri LL; _ 
Gi Le Nr-d (K—7), 


ER RS pe Se rer EN D, 
OT = Los — Los LS LE OT — ee == ri (1—+ À), 


= = nr 2 1 . 
@,; ai Œ is = As — A — 78 L (3 + K), (4.4) 
5 Er NE 
a, =, = 3 ! (K—3), 
a - as. os 1 » 
Lys = Lors = Un = As — si(l — K). 
Les mêmes valeurs seront retenues pour &=:_, et «742 dans le cas 
où À — _ . Les formules (1,3.3) nous donnent 
fa =h=}= fo = 0. 


Cette dernière égalité signifie (voir la fin du n° 1.2) qu'avec À — : 


les termes résonants s'annulent, si bien que la forme normale écrite 
aux termes du deuxième ordre près 


dyv Æ 
dt = AY (4.5) 


a = ai =ù À=Âz= hi; v= F1, F2) 
reste valable, dans le problème envisagé, aussi pour À — _ c'est-à- 


dire pour tout À € (0, 1) même sans cette unique exception possible. 
2.5. Résolution du problème de Cauchy sous forme générale. La 
solution générale du système (4.5) 


y = y (0) & = F1, F2) 
permet de résoudre sous forme générale le problème de Cauchy pour 
le système de départ (1.1) avec le degré d'approximation consenti, 
à l’aide des formules de changement de variables (1,2.3), (4.1) et (1.5). 
On a pour exemple pour la variable «& 
&œ — 2 Re (x EU Te) = 2Re VA DS UE RE > (cn + (1 2) Y im] — 
= 2Re Left y, (0) + ete y, (0) + 


d HS (cn + ain) tm y (0) Ym (O)I, 
’où 


Ta= Re y, (0) cos t — Im y, (0) sin t + Re y, (0) cos At — 


— Im y, (0) sin Àt — > 1 (im Lim) X 


lmeri, +2 
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7 {LRe y (0) Im y, (0) + Re y,, (0) Im y, (0)] cos — (ii Am) T + 


+ [Re y: (0) Re y, (0) —Lm y (0) Im y (0)] Sin + (A + Âm) t}. (5.1) 


Reste à définir les constantes y, (0) en fonction des valeurs initiales 
Cor Por Yor À) des variables de départ. Par inversion de (1,2.3) on 
trouve 


y, (0) = x, (0) — Ca, xy (0) zx (0) + [3] (v = Fi, +2). 
Compte tenu de (4.2) et (1.5), on obtient 
N & -S N v É 
y (0) = + {ao + (— 1)" + Vo Ti sign v[ —+B+(—1) A |}— 
Y DA ns : N A 
— 2: Xjh {ao (= 1) < Vo + L'SISN ] | qe Bo + (— 1} A |} * 
N é ve N ° 
: {ao+(— 1 protisignk[ —58+(— 1) A, |}. 
D'où 


Re y, (0) = + 


4 
+ 2 LT {sign h [ ao + (— WF] " 
. [-È B+(—1) A6 ]+sign j[ a+ (— 1)" V0] ” 
<[-5R+t-1a]}, 62 
Im y, (0)= + | — 3 Bo+(—1)" 40] 


7% > Lai {[ao+(— 15 ve |] CHESTE 
J,hmr1, + 


[ao+(— 15%] + 


La sommation est faite partout suivant les valeurs des indices +1, 
+2. Les formules de 6, y et A (et aussi de &, voir (1.2)) se déduisent 
par analogie à (5.1). Remarquons que l’ordre de B et y par rapport 
à a« et À est égal à V/N, quantité dont nous avons négligé le carré 
devant l'unité; ce résultat ressort d'ailleurs de l'approximation 
linéaire. 

Ainsi donc, les formules (5.1), (5.2) et (4.4) caractérisent la solu- 
tion du système (1.1) comme presque périodique (avec À irrationnel) 
ou périodique (avec À rationnel). 


12* 
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2.6. Remarques préliminaires concernant la stabilité. Nous n'avons 
retenu jusqu’à présent, dans les formes normales, que des termes de 
degré non supérieur au deuxième ; or, il ressort de la théorie générale 
et;du n° 2.5 que les termes en question laissent l’approximation 
neutre au cas où l’on a deux paires de racines imaginaires pures. 
Voyons ce que donne l'adjonction des termes du troisième degré. 
Calculons les coefficients g,, g, h,, h, du système (1,2.10) par les 
formules (1,3.5): 

— 3hl l s Lhin! 1 =: 21501 
&i= 3; + 2/2(a 0, +aiai,t+a a, +—a;,ui,) + 
18 -L : L l . L -3 12 2 
Hdi + dir + Dyne@nr + Ga Qiil 
— 3}? 2 SL - 22,1 -21 . 
La = 30522 + 2[2(0° a, ram + ain + aa à) + 
+ a°, 1% T a, Ce ne EX T 3%] ? 
us 12 Uni _ t L Lt ! 1”,,-2 l ,32 ' 
h,=6b;,,+2(a a, ,+a,c,+a a, +aus: + 
+ Aindiia Gandi + Gi dne + Tia + 
1 “LL 1° 12 L 2 ! 2 
La aie a 5 dodis + Do _aU a + ŒgaQ je) » 
re 2 , 2 1 2 1° 2 22 1 2 y e , 
h:= 605. +2(a_ah +anmi, +as ui, + dia 1 + 
2 _{ 2 { | 2 2 2 nl 1 
À GinLer + Andes died Tien 
2 1 c 1 1 hè -2 2 2 
+ dir + Dnr@er + nas + SG is@e). 
Les *#}, son’ définis par (4.4); les ai: sont coefficients des termes 


correspondants du deuxième degré dans (4.3); les bjx, sont aussi 
coefficients des termes correspondants du troisième degré qui ont 
été négligés dans les équations (4.3). Proposons-nous de déduire ces 
derniers coefficients du système (1.3) au moyen des transformations 
(4.1), (4.2) et (1.11). Soulignons que dans ces calculs les équations 
(4.3) doivent être mises sous la forme (1,2.1), c’est-à-dire qu'on doit 
faire la transformation (1,2.2). Il vient 


25,1 = + RE+ À (5—5K+4K2), 


{ 1 

3 . 5. 7 Lou À 
La ge — 2 À + (21 + SK + 4K?), 
‘6 dE . 
bas gts A+ (—11-5K +AR?), 
6 11 7 À | 

bi — SK +S(—3-+5K+4R?) 


m=piK(A+2R)A—1), g=0, 
h=+iK(A+2R)(A— 1), k= 


Puisque les quantités g,, g, sont "imaginaires pures, le critère de 
Moltchanov (n° 1.4) fait défaut. Remarquons que dans ce cas Îles 
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expressions 
InF=atlxmfF=e 

sont des intégrales premières du système (1,2.10) en vertu des équa- 
tions (1,4.1) et peuvent être utilisées pour la construction de la 
fonction de Liapounov de (1,2.10). 

Le déterminant J (voir la formule (1,5.2)) est nul, aussi le critère 
de Bibikov-Pliss (n° 1.5) s’avère-t-il inopérant, lui aussi. 

2.7. Construction de la fonction de Liapounovy. Passant dans (1.3) à 
la variable Dan Tt d’ du la formule (1.11), "on obtient 


= + (HA B+SE (DAT (—D a+ 
+5 (4-2) (145 K)A+S (44) BA—7 (1—2) a + 
NF GA PER Pi né de a 
Dr U+hats (AT + (142) BT + 
HS U—ATA + (+) @ T1 — 2) ol + 
+54 (1+2K)TA+ (1 +) BrA, 
= rh) B—+ (A+) A+ LE (LEA) e— (7.1) 
W LoDE Lara do BA + 
+ A+ RAS (12) @B— + T(—A (1+5K)BA— 
— + (1+2) B°A, 
= 5 A—Mat (HAT +S (1— À) KaA — 
— 5 (A+ A) ATA (1) EE BD + (1— A) a — 
FUNK (S+ KA) aA?++(1+3)K(5+X)TA 
aux termes du troisième degré près. La dérivée de la fonction 
W=u?{(1—A—+u)+B2+T2+ 
+A2(14+KA—ZKA?)+L(u2— KA), (7.2) 
prise en vertu de (7.1) est égale à zéro. Etant données les conditions 


A<i—-+aæ, A<A<A, (7.3) 
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où À, et À, sont racines de l’équation quadratique 


KA° — 3KA — 3 = 0, 
de telle sorte que 
_ DE E 
Mes (1F)] lis), 
la fonction est définie positive au sens de Liapounov. Remarquons 
que 


—<<A,<0, 3< A 


Ainsi donc, la solution triviale du système (7.1) est stable au 
sens de Liapounov et le domaine (7.3) dans l'espace de &. B. y, A 
est le domaine des conditions initiales admissibles. 

Or, le système (7.1) (au méme titre que (1.3)) n'est qu'une appro- 
ximation du système (1.1), bien que d'un ordre assez élevé (aux ter- 
mes du troisième degré près). De ce fait, tant que la convergence de 
l'intégrale première de (1.1) dont le développement aux termes du 
quatrième ordre près fourni par (7.2) n’a pas été démontrée, la stabi- 
lité de la position d'équilibre &« = f := y — 0, e — &, du système 
(1.1) sera considérée comme purement formelle [234d]. 


$ 3. Sur la trajectoire décrite par le centre 
de section d’un arbre pendant un tour 


3.1. Position du problème et équations du mouvement. Beaucoup de 
recherches théoriques et d’études expérimentales ont été consacrées 
aux oscillations dans les systèmes à rotors. A l'heure actuelle, nom- 
breux sont les chercheurs qui estiment que la grande majorité des 
problèmes d'intérêt a été étudiée à fond. Or, bon nombre de phéno- 
mènes observés dans les systèmes à rotors restent sans explication, 
par exemple les cas de rupture par fatigue des rotors en mouvement 
stable (broches de filature du type 9BA). En effet, il est admis qu'un 
arbre animé d'un mouvement stable dans les appuis de même raideur 
ou absolument rigides décrit une trajectoire circulaire en chacune 
de ses sections suivant la longueur. Il ne subit donc que des contrain- 
tes statiques (exception faite des contraintes de poids propre), inca- 
pables de provoquer la rupture par fatigue. Or, l’expérience montre 
que les trajectoires circulaires sont extrêmement rares dans les 
rotors. La forme non circulaire des trajectoires trouve son explica- 
tion dans le faux-rond du logement de l'appui destiné à recevoir la 
cage extérieure du roulement. Le faux-rond en question, propre à tous 
les appuis sans exception, est le résultat du battement du foret ou de 
l’alésoir, rendant impossible l'exécution d’un trou parfaitement cir- 
culaire. On comprend donc que l'étude des formes des trajectoires 
décrites par le centre de section de l'arbre en l’espace d'une révolu- 
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tion complète présente un intérêt certain, tant pratique que théori- 
que. À notre connaissance, E. A. Popov [309, 310a, b] fut le premier 
à entreprendre des études en cette ma- 
tière. 

Le point le plus difficile est le choix 
d'un modèle simplifié susceptible de si- 
muler avec bonne approximation le com- 
portement du système. Prenons le modèle 
le plus simple: ce sera un arbre vertical 
sans poids (fig. 15), muni d’une masse m 
fixée avec une excentricité e. La masse in- 
tervient dans les calculs comme une mas- 
se réduite, conformément aux méthodes 
connues (44, 45]. On suppose que l'arbre 
soit parfaitement rigide en torsion, pla- 
cé entre appuis absolument rigides et en- 
traîné en rotation avecune vitesse angu- 
laire constante w, par un élément moteur 
à liaison rigide. 

Supposons qu’à un moment donné la 
masse s’écarte de sa trajectoire d'’équi- 
libre. Sa vitesse le long de la trajectoire 
cesse alors d'être constante. L'excentre- 
ment de la force d'inertie exercée sur la 
masse fait naître une force élastique tan- 
gentielle qui vient s'ajouter à la force 
radiale sollicitant l'arbre. En effet, si 
l'arbre n'était pas fléchi latéralement, 
le mouvement de la masse dans le sens 
de la rotation suivant la trajectoire pen- 
dant la phase de mise en vitesse serait 
impossible. De ce fait, l’énergie poten- 
tielle du système peut être représentée sous la forme de la somme 
des travaux des forces d'inertie sur un chemin égal aux déforma- 
tions radiale et tangentielle : 


= + Art (1 + at), (1.1) 


où « est l'écart angulaire du rayon vecteur r du point de fixation 


de la masse sur l'arbre par rapport à sa position théorique pour @ = 
= 6) = Cte. 

Calculons l'énergie cinétique du système en passant aux coordon- 
nées polaires d'après les formules 


Fig. 15 


Le = Tr COS (w)yt —&) + e cos wot, 


Ye = Tr Sin (W){—@) + e sin @of, 
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rm ((S Ver (ose) à 
+ ae signc[ — 25 sinœ+2r (o—<Æ )" cosa +0 |} (1.2) 


où k est la raideur de l'arbre au point de fixation de la masse, c = 
= p° — w£, p la pulsation propre des oscillations flexionnelles de 
‘arbre. 

Les équations du mouvement du point de fixation de la masse 
sur l'arbre s'écriront 


Fe)" — oÿe cos a sign c+ p?r (1 + &2) = 0 


1.3) 
d?2a da ( 
RTE a 2r2 

r 2r (9 Fr É + + wée sin a sign c + parie = 0, 
Considérant l'angle & suffisamment petit et remplaçant cos & par 
les deux premiers termes de son développement en série, on obtient 


dir , da da \2 ai 
roro nr (5) + prrat+ 


+ - 4 sign c-—-oie signc=0, (1.4) 


1 dr da 
ms +2 ‘Tr dt dt 


11 y a intérêt à chasser le terme constant w£e de la première équation, 
afin d'avoir la trajectoire circulaire comme solution nulle. Remar- 
quons que pour & = 0 nous avons, en vertu de (1.3), un mouvement 
non perturbé où 


dr - ° è 
do + pra + wje+ sign c = 0. 


2 
w2e 
C 


To = 


Introduisons quatre nouvelles variables 


dz_ dz_ 
2 =T— To = ps 22% Le (1.5) 


avec lesquelles les équations du mouvement s'écriront 


d21 
DT Can + 2007022 = 022 + 2422 — 2002-4322 — 


_. ( P?ro + _ we sign c) 2°, —p?z-,2?,, (1.6) 


dz 


1 
nr ne 2422 — 200 A+ 


1 ; 
d P°2-2 na ( To 2-1 276 


Supposant que le mouvement perturbé ait une amplitude moins 
grande que le mouvement non perturbé, |2.,| <r,, mettons la 
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fraction 
= 
ro+ 2-1 
sous la forme d’une série binomiale convergente dont nous ne retien- 
drons que les trois premiers termes: 
ri Br) pa f4 En 
ro (1+2) 7; (1 +). 
Portant ce développement dans (1.6) et tenant compte de (1.5), 
nous obtenons un système autonome du quatrième ordre 


a 

dz s 

PT = — CZ — 2007 022 — Î: (21 MT 29: 22), | 

ne. (1.5) 

dt 22 

d= oO 9 n = : æ ” æ 

. = 2 + Z4 — (2p° — (;) 69 TT Îo (2-1 4 2-29 22) 
dans lequel 

À +  : 
fa = — 2002-12 — (pro + TZ 0€ SIgn c) 2, + 
L ro psussz ce, (1.8) 


(OS w$e 2 ; 
Î» 2 242 Tr 2 27, 1270 


(OZ : Se 2 = 2 ee 
+ 2 FE 22 . ri 109 1 TE CATETELCTE 
En notation vectorielle 
= Az+f(2), (4.7a) 
OÙ Z = (2-4, Zy, Z-», 2), A est une matrice carrée dont les éléments 
sont les coefficients de la partie linéaire du système (1.7), f(z) = 


— (0, Ju 0, fo). 
3.2. Forme diagonale. La matrice A dans (1.7) admet comme: 
valeurs propres Foi, Foi, où 


O,, 9 = V2 1/3 + 20; + p V p°+ 240% ; (2.1} 


elles seront imaginaires pures et distinctes (0 << ©, << w,) chaque: 
fois que l’une quelconque des conditions 


0 < Ps V2P < % (2.2) 


sera vérifiée. Cette remarque est en accord avec la recommandation: 
de choisir le domaine des vitesses angulaires de régime au-delà de la. 
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résonance 
Orég > 1,4@cr, 


recommandation qui est le fruit des longues années d'exploitation 
des systèmes à rotors. Dans la suite, nous supposerons que l’une des 
conditions (2.2) soit vérifiée. 
Introduisant le temps sans dimension 
T = ol, 

mettons l'équation vectorielle (1.7) sous la forme 

dz 1 | 
La matrice + A admet comme valeurs propres 

2 


hu=—i, kM=i ho — hi, ho Ai = PL<t). (2.4) 
Un changement linéaire de variables ‘ 
Z = SX, (2.5) 
dans lequel S est la matrice composée des vecteurs propres de la 
matrice L A. met le système (2.3) sous forme diagonale : 


À = diag(—i. il, — hi, Ai)x + TS" f (Sx). (2.6) 
Calculons S et S”!: 
| 1 | I Î 
s — — is —{0, iv, k 
id, —id, id, —id, 
| do du diw, do, 
— D iD, iD, D; 
—D  —iD, — iD, D; 
sil #n in, _1p, _p,|. 
+ D FE D, + D; —D; 
Nous avons introduit les notations 
ner our DIET) - 
D.— d D. +} D. = 1 (2.7) 
1 2ws(di—dh)" 2?  2(4—dh)" 9 2w (di —à) * 
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Développons (2.5) et la transformation inverse : 


2, — T_4 TT T4 TT Lun + To. 


2 = —Î0oT y + Dors — 1OiT_0 + ÉOgTos 
20 = dot — dors + idiT_o — idire, 

2 = doOoT y + doOory — dire + dits: (2.8) 
zu = —D2.,+iD,2,+iDoz., + Dans. 

z,= — Di. —iD,5, —iD,z 9 + Dax, 
Lu _. D;z-, —i +2 D, 2, —+ De5es — Dit 

de . de i 
D = 7 D; +i 3 Dis, ++ D,5-, — Das. (2.9) 


La dernière transformation peut s’écrire d’une façon plus condensée : 
de \Ivi-1 : .{ da \ivi=t 

z,=(—1)" (5) Dz_, + sign v(—1)"i =) D,z, + 

+ sign v(—1)"i H) Daëo —(— 1) Dsze (v= F1, F2). (2.10) 


Il est évident que les variables « diagonales» sont conjuguées com- 
plexes, x_, — r,, Ze — r, aussi la transformation (2.8) peut-elle 
s'écrire 

5 = 2Re(r, — zx), 2, = —21m (or, + wire), 


9 
Z-a = 21m (der, + dir,), 2 = 2Re (d.@:Ti + dimiti). Ge, 
Calculons maintenant les composantes du vecteur 
h (x) = 1 S"1f (Sx) 
de la partie non linéaire du système (2.6): 
h(2) = tliDif (Sx) + Daf: (Sx)], 
: 1 
h, =—[— iDf, + Dsf.), 
: (2.12) 


h, = _ E _ Dif — Dif, | ° 
On a ici en vertu de (1.8) et (2.8) 
fa (Sx) = o{a (x, + x) + b (re + Te) +R (Ta TH) X 
X (re + Ze) + Vi (zu — 2) + j (res — z.)F}, (2.13) 
fe (Sx) = io H(ri — 2) +n (xs — 23) + (ri — nn) X 


X (Ze + Ze) + Sri — 23) (re — 22)], 
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avec les notations suivantes: 
a = d, (door, — 200), bd = À, (diwir, — 20), 
£ = do (dioiro — 200) + Adi (dGr0 — 2 ©), 


h= + 7e V'{m+rs)r = + V (++) “as 


+ (dre + 24,027 + 209), (2.14) 
ini) 
1 
Me 
s=—(d, lo À 2200 +: 200) . 


Mettons maintenant le système diagonalisé (2.6) sous la forme 
symétrisée adoptée dans le livre: 
hr D arjant [3] (v= F1, F2) (2.45) 
jh=Ti, F2 


(aÿ;=a}, ; v, j, h= +1, +2). 


Les coefficients des termes du deuxième degré s’écriront en vertu 
de (2.12) et (2.13) comme suit: 


ai = —an=i(ath?) D, +ilD,, 
aa —4@,;, =—i(a+h?) D, + üD,, 


PE _. (a+h?) D, —ilD,, 


a, = —a;i— 5 (a+ h?) D, —ilD,, 
Ans = — y = à @=+j?) D,+inD:, 
d'en = — y = —i(b + )j?) D, + inD:, 


Ba = — Qu = —i SE (b+) D,— inDs; 
° -n . de .n ° 
Aloe — — sig (b + j°) D, —inD;, 
a’, = —a},=i(a+h?) D,, 
an — du —i SE (a+ ) D;, (2.16) 


2a_,. = —2a;, =i(g +2hj) D, +i(g+s) Ds, 
24}, = — 2d;e = —i(g+ 2j) D, +i(g +s) D, 
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-" Li do ; e e t 
245, —2a;, = —i Frs (g + 2hj) D,—i(q+s) D:, 
en e da e Q (] 
2e —Pas=i(g 2hj)D;—i(g+s) Ds, 


24739 = — 24; =i(g—2hj) D, i(g—s) D:, 
2a';, — — 2a;}, = — —À 7” 2hj) D, +i(g—s) D;, 
2a_,-: —2a;, = —i< — Lg —2hj) D, —i(g—s) Ds, 
242,24; i hé D,—i(g—s) D:, 
Aie = — Alys — À er" D;, 
Aa = — lin = —iS(b-;) Di. 
Ainsi donc, les coefficients des termes du deuxième degré (de mème 
que ceux des termes linéaires) s'avèrent tous imaginaires purs et 
a=Y_ = a}, = —a}, (v, j, k = F1. F2). 


3.3. Forme normale. Négligeant le cas de =. supposons 


que 

O) 7 204 (3.1) 
(voir le commencement du n° 3.2). La forme normale écrite aux 
termes du second degré près, comme nous l'avons montré dans le 
n° 4.2, se présente comme suit : 


Wei [3 (v= F1, F2). (3.2) 
La transformation normalisatrice est alors 
Ly=Yv+ > LV 1m + [31 (v=+1, +2), (3.3) 
&L Merise F2 


et ses coefficients se laissent définir par les formules (1,3.1): 
v 
= (v,l,,m=71i, F2). (3.4) 
Rappelons que les À+,, A+, sont définis par les formules (2.4) et les 
a}, par les formules (2.16) données à la fin du n° précédent. Il est 
évident que les aY, sont tous réels. 
3.4. Résolution du problème de Cauchy sous forme générale. La 
solution générale du système (3.2) 


yy = "y, (0) (v = F1, F2) 
permet de résoudre le problème posé pour le système de départ avec 
le degré d’approximation consenti. On a en vertu de (3.3) 
zy (x) = ef y (0) + 
San O un (OT G=F4, F2. (44) 


lb Mm=TF il, 
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Portant les expressions obtenues dans les formules (2.11), on obtient 
la solution générale pour les variables de départ sous la forme 


+ 2. = Re y,(0)cost—Im y, (0) sin 7 + 


+ Re y, (0) cos Àt— Im y, (0) sin ÀAt<+ D (al + im) »: 
I, m 
* D Rom cos L (A + Àm) LE Lin sin _ (A “a Âm) r| > 


_ z,—= —&, Re y, (0) sin Tt— 6, Im y, (0) cos t — 


— &, Re y, (0) sin Àt —, Im y, (0) cos At — 
en À (Om + OLim) D Rom sin + (CE —+- À m) T+ Lim cos + (+ À») r | , 


1 


ns 


2-2 = de Re y, (0) sin t + d. Im y, (0) cos + + 
+ d, Re y, (0) sin Àt + d, Im y, (0) cos Àt + 


— À (doQim ET ditim)| R im sin Z (As + Àm) T+ Tim cos e. (A SE him) r| , 


I. m 

2 22 = W9d Re y, (0) cost —uw,d, Im y, (0) sin T + 

+ w,d, Re y, (0) cos Àt —w,d, Im y, (0) sin At + 

+ Ÿ (daim + &d,Gim) D Rtm cos + (A3 + Àm) T — 
I, m 
4 
— Lim SN + (Ai + Âm) T | 

où nous avons introduit les notations suivantes afin de simplifier 
l'écriture : 


R im — Re [ya (0) Um (0)] — Re Yi (0) Re Ym (0) = 
— Im y: (0) Im y» (0), 
Tim = 10 [y (0) Ym (0) = Re y: (0) Im ym (0) + Im ys (0) Re ym (0). 
Reste à définir les valeurs initiales y, (0) en fonction des valeurs 


initiales des variables de départ z; (0) (v, j = +1, F2). L’inversion 
de la transformation normalisatrice (3.3) nous donne 


u(0)=2,(0)— Laÿzs(0)z,(0) (v=F1, F2). 
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En y substituant les valeurs (2.10), nous obtenons 
de \IVI-1 
(0=(—1) (55) "7 Dz(0)+ 
à : da \1VI- 
+signv(—1i (5) Die (0) + 
+ sign v(— 1 (5) Das. (0) —(— 1)" Dix, (0) — 
:{ de \1il- 
5e, [(—1(55)" 2e. 0 + 
. . e da | 3 1-1 : 
+ sign j(—1ÿi (SE) 7 Dis (0)+ 
+ sign j(— 1e (+) Disee(0) —(— 1) De (0) | x 
X [(— 1)" (5) "De, (0) + sign k(— 1)"; (E) * 
< D,z_, (0) +- sign k(—1)"i (+) ui Ds2_0 (0) — 


—(—1)D;2 (0)] (= F1, F2) 


en faisant la sommation partout suivant les valeurs des indices 
+1, +2 indépendamment les unes’des autres. 

Citons à titre d'exemple un calcul de la trajectoire effectué dans 
[310b] d’après les formules que nous venons de déduire. La trajectoire 
était décrite par un modèle caractérisé par les paramètres suivants: 


k = 5,926 kgf/em, m — 0,2635.10-* kgf.cm-1 s?, 
L — 2-107% cm, p* = 22,51-10* s-!, &, — 800 s”1. 


Avec ces paramètres ro — 3,085-10-$ cm. 

Comme conditions initiales on avait pris l'écart de la trajectoire 
d'équilibre 2, — 0,3r, = 0,9255-10-% cm; l'égalité du moment 
de la quantité de mouvement de la masse pour r = r, et r, — 1.3ro 
a défini la vitesse angulaire @ = 432s”1, d'où z, — 800 — 432 — 
— 368 s-!. Les valeurs initiales des autres variables (z, et 5.) 
ont été prises nulles. 

Portant dans (2.7), (2.14) les valeurs numériques des paramètres, 
calculons ensuite les coefficients a, (v, j, k — +1, +2) d'après 
les formules (2.16) et les coefficients æ}, (v, j, À = +1, +2) d'après 
les formules (3.4). Ceci fait, calculons les valeurs initiales y, (0) 
(v = +1, F2) et enfin z_, ({) et z_. (t) qui, abstraction faite des 
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composantes constantes, sont égales à 
21 (t) = 0,752-10"% cos ait + 0,175-10$ cos wot — 
— [0,336 cos 2wct + 0,094 cos 1,15 oet + 
+ 0,038 cos 0,85 wst — 0,006 cos 2 w,tl-10-% cm, 
Ze (t) = 0,257 sin wif + 0,082 sin wst — 2-0,017 sin 2 ot — 
— 2-0,002 sin 1,15 wst + 2.0,013 sin 0,85 wst + 
+ 20,001 sin 2 w,f cm. 


Ces expressions montrent que la méthode des formes normales 
fournit une solution plus exacte et permet de construire des trajectoi- 
res proches des trajectoires réelles du centre de section de l'arbre, 


tandis que l’approximation linéaire donne seulement des trajectoires 
elliptiques qu'on rencontre rarement dans les systèmes réels. La solu- 
tion précisée contient des termes à haute fréquence : dans le cadre du 
modèle étudié cela signifie que les contraintes dans le matériau de 
l'arbre varient avec une fréquence plus grande que celle de la rota- 
tion. Ces variations peuvent occasionner la rupture par fatigue de 
l'arbre vertical flexible en rotation stable (ce fait a été signalé 
dans le commencement du n° 3.1). 

Utilisant les équations déduites ci-dessus pour un modèle possé- 
dant les paramètres indiqués, on a construit les trajectoires décrites 
par le point de fixation de la masse sur la liaison élastique. Le temps 
(et par suite la période) était déterminé en fonction de la plus basse 
fréquence, 


= je = 0, 1, 2, ...) 96), 
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ce qui correspond à un pas angulaire wot; = 15°. Pour comparer, 
nous avons indiqué en trait pointillé sur la figure 16 la trajectoire 
circulaire de rayon r, pour une « perturbation » 2, — 0. 


_-" 
- 


$ 4. Systèmes du sixième ordre 


Ce paragraphe est consacré à l'étude des résonances el des formes 
normales des systèmes analytiques autonomes (conservatifs ou non) 
du sixième ordre dont la partie linéaire est caractérisée par une 
matrice qui admet trois paires de valeurs propres imaginaires pures 
distinctes. La fin du paragraphe traite de la stabilité. 

4.1. Solutions de l'équation de résonance. Soit un système tel 
que nous venons de le définir. Supposons que sa partie linéaire soit 
diagonalisée (voir n° 1.1): 

dry : : 
7e = À LT, + >: AY TjTn + > DE RTjThTn +... (1.1) 
(GK =+1, F2, +3). 
Les indices de sommation prennent partout dans la suite les valeurs 
+1, +2, +3; À-, = À,, sans diminuer la généralité, posons 


Au mi ÀA= —i, os = —pi, À, = pi, 

An = —hi, hs =hi (Üi=V-1,0<A<p<1); (1.2) 
les coefficients ah, bjr, . . . sont complexes et symétrisés en géné- 
ral : 

ai; = ah Dbiinm = id (vi,h, k= F1, F2. F3). (1.3) 

En vertu du théorème fondamental de Bruno (n° V,1.2), il existe 

un changement complexe réversible de variables (transformation 
normalisatrice) : | 

rj= y + Gimÿiÿm + À BimnYiUmYn + ++. (1.4) 

(ai = ai. Ban) =1d,, j; l, m, n— + L: F 2, + 3), 
qui réduit le système (1.1) à une forme normale 


M hyyt us Di BUT AVI UT SUEUTSUT (1.5) 
(A, Q)=0 
(=F1, F2, F3), 
où les q-1, - . ., q4 Sont entiers ou nuls, avec q, > —1, les autres q; 
étant non négatifs, >» gx > 1. La forme normale ne contient que 
des termes résonants dont les exposants de puissance vérifient 
l'équation de résonance (A, Q) = 0, ou sous forme développée 


Gi — 1 + U(Gs — Ge) + À (3 — 9-3) — 0. (1.6) 
13—01570 
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Voyons s’il est possible d'avoir dans (1.5) des termes résonants 
de degré r tels que 
Gun ++ es +0 +Gs +4 =r—-1 (r> 2). (1.7) 
Pour tous À, u de (1.2) et tout r impair supérieur ou égal à 3, l'équa- 
tion de résonance (1.6) admet une solution triviale 
Q-1 — ns -2 — Is -s — 3. (1.8) 
Considérons ensuite trois solutions semi-triviales où une des parenthè- 
ses dans (1.6) s’annule: 


y 2e. 
= PL Pt à 

2 — 2) À = Gs—Q ” (1.10) 
_ _ G=1— 1 

Gssden M: (1.11) 


L'annulation simultanée de deux parenthèses dans (1.6) entraînant 
celle de la troisième (solution triviale), il reste à considérer 
la solution non triviale où toutes les parenthèses de (1.6) sont 
distinctes de zéro: 


3 — 3 22, __. 
1 — 9-1 Ace gi — 1 # k (4.12) 


Pour les termes du deuxième degré (r—2) la solution tri- 
viale est impossible. Les solutions semi-triviales ne sont pos- 
sibles que pour quelques valeurs déterminées de À et u; avec ces 
solutions, les termes résonants de (1.5) s'écriront respectivement 


Q_,=Q,=0, Q_:= (0, 0, — 1, 0, 2, 0), 
Q:= (0, 0, 0, —1, 0, 2), Q-:= (0, 0, 1, 0, —1, 1); 
Q3 = (0, O, 0, 1, 1, —1); 

à = 5 Q = (—1, 0, 0, 0, 2, 0), Q = (0, —1, 0, 0, 0, 2), 
Q-, = Q, = 0, Q-; = (1, 0, 0, 0, —1, 1),Q3 = (0, 1, 0, O, 1, —1); 
u = +: Q_, = (—1, 0, 2, 0, 0, 0), Q, = (0, —1, 0, 2, 0, O), 
Q- = (1, 0, —1, 1, 0, 0), Q, = (0, 1, 1, —1, 0, 0), Q-s = Qs = 0. 
Avec la solution non triviale on a 
Aitu=1: Q, = (—1,0,1,0,1,0), Q, = (0, —1, 0,1,0,1), 

Q-, = (1, 0, —1, 0, 0, 1), Q: = (0, 1, 0, —1, 1, O0), 

Q-s = (1, 0, 0, 1, —1, 0), Q3 = (0, 1, 1, 0, O0, —1). 


8 4] SYSTÈMES DU SIXI£ME ORDRE 195 


Pour les termes du troisième degré (r — 3), quels que soient À 
et u de (1.2). la solution triviale (1.8) nous donne 


Q, — (1, L; 0, U, 0, 0), Q, = (0, 0, 1, 1, U, 0), 
Q, — (O, 0, 0, 0, 1; 1) (v — 1: 2: F3). 
Les autres solutions ne sont possibles que pour quelques valeurs 


déterminées de À et u dans (1.2). Nous les écrirons, avec les expo- 


sants Q,, conformément aux équations (1.5). Les solutions semi- 
triviales 


z =: Qu = Q = 0, Q-, = (0, 0. —1, 0, 3, 0), 
Q: = (0,0, 0, —1, 0,3), Q-s = (0, 0, 1, 0, —1, 2), 
Qs = (0, 0, 0, 1, 2, —1); 
A=: Qi = (—1,0,0,0, 3,0), Q = (0, —1, 0, 0, 0, 3), 


Q: = 0, Q-;: == (1, 0, O, 0, —1, 2), Q: Da: (0, 1, 0, 0, 2; —1); 
u =: Qi = (—1,0,3, 0,0, 0), Q = (0, —1, 0, 3, 0, 0), 
Q_ = (1,0, —1,2,0,0), Q@ = (0, 1, 2, —1, 0, 0), Q-5=Q=0. 


Enfin, les solutions non triviales nous donnent 
24 + pu = 1: Q., = (—1, 0, 1, 0, 2, 0), Q, = (0, —1, 0, 1, 0, 2), 
Q-, = (1,0, —1, 0,0,2), Q, = (0, 1, 0, —1, 2, O), 
Q-: = (41,0,0,1, —1,1), Qs = (0, 1, 1, 0, 1, —1); 
À + 2u = 1: Q_, = (—1, 0, 2, 0, 1, 0), Q, = (0, —1, 0, 2, 0, 1), 
Q-, = (1, 0, —1, 1, 0,1), Q = (0, 1, 1, —1, 1, 0), 
Q-: = (1,0, 0,2, —1,0), Qs = (0, 1, 2, 0, 0, —1); 
2u — À = 1: Q_, = (—1, 0,2, 0, 0,1), Q, = (0, —1, 0, 2, 1, 0), 
Q-, = (1,0, —1,1,1,0), Q, = (0, 1, 1, —1, 0, 1), 
Q-, = (0,1, 2,0, —1,0), Qs = (1, 0, 0, 2, 0, —1). 


Les résonances qui ont lieu sont représentées sur la figure 17 pour 
r = 2 et sur la figure 18 pour r = 8. 

4.2. Formes normales. A condition d écrire (1.5) aux termes du 
troisième degré près, le théorème fondamental de Bruno conduit aux 
formes normales suivantes: 

a) En l'absence de toute résonance, c'est-à-dire pour 


1 1 1 1 À 1 | 
AZ, 3 ! LÉ, 3? To: EE 


Atusi, 2+usil, 2U+1H1 
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(cas général où À, nu de (1.2) n'appartiennent pas aux droites des 
figures 17 et 18), 


dyv . | —. 
= yo BY YU + ESY NY -aVa + ES VU -3Us 
(v = Fi, F2, F3). (2.1) 


b) En présence des résonances consécutives aux solutions semi- 
triviales (1.9) à (1.11) de l'équation (1.6), on voit apparaître dans le 


Fig. 17 Fig. 18 


second membre de chacune des équations (2.1) un terme supplémen- 
taire, respectivement 


Le: O0, O, Joss Foy f-3U-oUs fsUos : 
= +: E_iÿ nr eiUss O, O, €_sY-iYs, esYiU-3; 
=: d_iY es diÿs, doY-sÿor doYiÿ-rs O, 0; 
+=+ O0, O, coÿ's, C.yar CsYmoVs Colon: 
i=—: buy biys, O, O, bsy_iys, bsyiy”, ; 
p= +: G_iYler AaVes AmoYnYar GuYiYirs 0, 0. 


c) En présence des résonances consécutives aux solutions non 
triviales (1.12) de l'équation (1.6), on voit apparaître dans le second 
membre de chacune des équations (2.1) un terme supplémentaire, 
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respectivement 
Au i: hay-oys hiyeys Ray iys hayiy-s, 
LRU PTE EUIT EE 
2h pu =1:i yo hUoUss LmoYV5r ÉaU14T 34 eo Vo 3 ÉsYiY 0-35 
À Hu — 1: ju oU-s JiYsÿar J-oU-aUoUss JoUiV-oU-ss Î-aU Ua 
EUIVETT 
Qu —À = 1: Anyioys MiYSYuss Koÿ-riYoUuss KoUiY-oUss K-sÿiÿie 
EURE 

Remarques. Aux cas où les valeurs de À et u appartiennent à deux 
ou plusieurs résonances (points d’intersection des droites communes 
aux figures 17 et 18), il se produit dans (2.1) la superposition de 
deux ou plusieurs termes supplémentaires. 

Dans le cas réel on a y, — y, (v == F1, +2, +3), si bien qu'on 
pourrait. écrire les formes normales seulement pour v — 1, 2, 3 (ou 
seulement pour v — —1, —2, —3). Nous ne voulons cependant pas 
négliger le cas où les variables dans le système initial (1.1) ne sont 
pas conjuguées complexes. 

4.3. Calcul des coefficients de la transformation normalisatrice 
et des formes normales. Dans le cas général a) du n° 4.2 la transfor- 
mation normalisatrice (1.4) met le système (1.1) sous la forme norma- 
le (2.1); dans les cas de résonance b) et c) du n° 4.2 on voit apparaître 
dans (2.1) des termes supplémentaires. Proposons-nous de symétriser 
la forme normale (V, 3,1.3a): nous retrouvons les identités fonda- 
mentales (V,3,1.6). Dans la suite, nous suivrons l'alternative formu- 
lée dans le n° V,3.2. 

Supprimons les résonances qui se manifestent pour les termes du 
deuxième degré (n° 4.1), c'est-à-dire supposons que 


À À 
Légi Lu: ht! (3.1) 


(voir aussi (1.2)). Alors À, # Ar + An (v, L, m= F1, F2, F3), 
si bien que les coefficients quadratiques de la transformation normali- 
satrice vérifient la formule (V,3,2.2) 


(v, l,m=7#1, F2, +3), (3.2) 


compte tenu des restrictions (3.1). 

Pour ne: (cas b) du n° 4.2) on a AJ =, +, si et seu- 
lement si v, !, m——2, —5, —3; 2, 3, 3; -—3, {—2, 3}; 
3, {2, — 3}. Donnons aux 


_2 ° 3 3 
Œli gs Ligr Ailogpr Lilo) 
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des valeurs quelconques (de préférence choisies par continuité à par- 
tir de (3.2) en faisant — —+ + si cela est possible, ou bien nulles). 
Les autres a, vérifient la formule (3.2). Les coefficients des termes 
du deuxième degré qui apparaissent pour ee — + (voir b), n° 4.2) 
se laissent définir par les formules (V,3,2.4) 


= SEAT 
fx =; . = ai 3° fa = Pig = dis 
Î-3 = 29" 5 — 203 23? Î3 = 2p5_ 3 = 24 _.. 
De même, pour À = + donnons aux 


a 


| 1 
œ (e 2 FL (e 2 1—3 


3-37 3 Lis 


des valeurs quelconques et cherchons les 
ej=a l.,, e=al,, e_;—2a7*,, e3= 20 _;; 


pour U=+ donnons aux 


1 1 _ 2 2 
Llo_or Lopr Aflyopr Lio 
des valeurs quelconques et cherchons les 


da}, dima, de 2a7f,, di= af; 


et pour À+u—1 donnons aux 
1 { 2 2 3 3 
Los ose Lisp Lisp Pipe Hi-2) 
des valeurs quelconques et cherchons les 
gr hi 2a;s 


h_, = 2a7! > 
y hÿ—=2a7%,, h= 2aÿ_ 


2922 
h, = 2a?_ 


Passons maintenant aux termes du troisième degré. Avant tout, 
supprimons les résonances éventuelles, c’est-à-dire supposons que 


L£r; Luke; 2htusæi; 2H (3.3) 


Groupons les valeurs de v, !, m, p pour lesquelles À, = À1 + Âm + 
+ À,: ce sont 
v,lmp=vtl—1l,x} (4, 1=+F1, F2, F3). (3.4) 
Posons 
Bim=0 ( I=F1, F2, F3). (3.5) 
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Les autres valeurs de v, !, m, p vérifient la formule (V,3,2.3), 
de sorte que 


v 1 v 2 , A 
Bimp = DST RE PRET ES Peer PET E | Dimp zu 4 2 (aa, +. 
J=+1, 72, T3 


Y œi Ÿ rm) 
Tan Ept a}, a,,) | 


(v. l, m, pP — F1. F2, F3 ; l, m, p Æ{l, —1, v}) (3.6) 


compte tenu des restrictions (3.3). Sous les conditions (3.1), les 
coefficients affectant les termes du troisième degré de (2.1) qui 
correspondent aux valeurs relevées des indices se laissent définir 
par la formule (V,3,2.6) 


£ II = s ) AUS v — 1 /HNEES + 2 | > (2aï;a._ + a° Ar) 
1=+F1,+72, +3 
=+1, F2, +3), 
gù = 6XVn-n = 66Yn-n + 4 D (aijah-n + ah5æ nv + a n5an) (8.7) 
1 


(= F1, F2, F3; h =1,2,3;:hæÆ]vl). 


Pour + = 2. À, u = : , À + u = 1 on se servira des formules 
(V,3,2.5). 
Reste à considérer les cas omis dans (3.3). Si + = à ,onaen 


plus de (3.4) À, = Àr + Àm + An pour 
v,l, m, p = —2, —3, —3, —3; 2, 3, 3, 3; 
—3, {—2, 3. 3}; 3, {2, —3, —3}; 


donnons aux 

B-3-3-3, Pis, Bios Pi2-s-2) 
des valeurs quelconques (de préférence déduites par continuité 
de (3.6) en faisant LS 3 si cela est possible, ou bien nulles). Pour 
déterminer les coefficients des termes du troisième degré qui apparais- 


sent pour _. = _ (voir bb), n° 4.2), on applique en général les formu- 


les (V,3,2.5); or, si l'on a en outre u — : ; , il convient de faire 


intervenir les formules (V,3,2.6), car la condition (3.1) est vérifiée 
et la forme normale n'a aucun terme du second degré. On a notam- 
ment 


_2 2 _3 3 
Co =Kl 3-33, Co = N3ggs C3 =D 933, Ca — 3h 3-3. 


De même, pour À = 1/3 nous donnerons aux 


_| -3 
B=3-3-s, Pass, Biiss Pis) 
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des valeurs quelconques et chercherons les 


bi: Kl2-3-s, Di His, Ds 3MUias, Os = 31-33 


et d'après les formules 


par les formules (V,3,2.6) si pu + , = 


(V,3.2.5) dans le cas contraire. 
Pour u — 1/3 nous donnerons aux 


9 


un 9 
B-5-2-», for, lire, Pi-2-2 
des valeurs quelconques et chercherons les 
_ y — 2 V2 
du X_3 sn, Geo, 23 er, 2 = BUT -0-0 


par les formules (V,3,2.6) si À 1/6 et par les formules (V,3,2.5) 
dans le cas contraire. 
Pour 24 + u — 1 nous donnerons aux 


=] 2 2 23 3 
Bi-2-3-3) Pins Pr 1331: Bi1-3-3)» Pt 123); Bii-2-3, 
des valeurs quelconques et chercherons les 


e | Q e Q 2 
lu 3X 2 3-3, li 3233, bo = SX 133; 
° « 2 Q » | Q 3 

in = 3k 1-3 3, 30 93, 3 CXi-2-3 


par les formules (V.3,2.6) si À # 1/4 et par les formules (V,3,2.5) 
dans le cas contraire. 
Pour À + 2u — 1 nous donnerons aux 


1 i _2 2 _3 3 
Pi-2-0-3js BPiossps Pros Bit-2-33s BPii22p Pii-2-2) 


des valeurs quelconques et chercherons les 


ji = 34 2-23, ji = 31223, j-o = 647 F0, 
ja = 6K1-2-3, js = 34700, ja = 34-00 


par les formules (V,3,2.6) si À 1/4 et par les formules (V,3,2.5) 
dans le cas contraire. 
Enfin, pour 2u — À = 1 nous donnerons aux 


-1 1 ce 2 - 3 3 
Br-2-233s Biss-ays Bii2-ss Bios, Bii-2-23, Pi-120 
des valeurs quelconques et chercherons les 
= é ar = 0 
ki 345 os, ki= Sos, ko 6K fo 3, 
k, = 6X-23, k_,= 3120, k, = 34° 100 


par les formules (V,3,2.6) si À = + : _ et par les formules (V,3,2.5) 
dans les cas rontraires. 
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Dans tout ce qui précède, il est préférable de choisir les valeurs à 


donner aux B}», par continuité à partir de la formule (3.6) (si cela 
est possible), ou bien de leur donner des valeurs nulles. 

4.4. La stabilité en troisième approximation. Critère de Mol- 
tchanov. Plaçons-nous dans le cas général a) du n° 4.2 en supposant 
que le système de départ (1.1) soit réel. Cette supposition implique 


que dans le système (2.1) on à non seulement À_, -- À, mais que 
U-h — Yns ge — g' (w, r = 1,2,3). 


Multipliant les équations (2.1) par y-, et faisant leurs sommes deux 
à deux. nous aboutirons à un système d'équations réel 
3 


dx 
= im D Enatta = 1, 2, 3), (4.1) 
(JS | 
où 
nn == [y P>0, Ene = —2Re ga (4, œ = 1, 2, 3). (4.2) 


A. M. Moltchanov a étudié le système (4.1) ([29Sb]) pour tout 
k > 2. Le cas de k := 2 a été examiné dans le n° f.4. Nous allons 
considérer le cas de #4 — 3 d'après [298b]. 

Annulant toutes les variables n, sauf une dans (4.1), on obtient 
les conditions nécessaires pour que la solution triviale du système 
réel (1.1) soit stable dans le cas général: 


Eyn > O0 (k — 1, 2, 3). 


La condition suffisante de la stabilité est que la matrice 


{ 3 
La (Era T Ex) i 


soit définie positive. On Île vérifie sans peine en additionnant toutes 
les équations (4.1). 

Passons aux conditions nécessaires et suffisantes de la stabilité 
de la solution triviale du système (4.1). Puisque les variables 1}, 
Me, Ms Sont non négatives, il suffit de discuter la stabilité dans le 
cône n > 0 (k — 1, 2, 3). On appelle rayons invariants du système 
(4.1) les solutions du type 14, = vin (t). Portant ces expressions 
dans (4.1), on obtient 


dy » L 
pr = — En , n (0) Es {, (4.3) 
K) 
APN E,—E]=0 (k:=1, 2, 3). (4.4) 


Ici £ est un paramètre analogue à une valeur propre dans les systèmes 
linéaires, dont le signe détermine la stabilité en vertu de (4.4). 
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Cherchant les rayons invariants de (4.1), laissons dans chaque 
équation (4.4) seulement le deuxième facteur: nous obtenons ainsi 
le système fondamental d'équations linéaires 

3 
D Eat =E (k=1, 2, 3). (4.5) 
a= 1 


Si la matrice 


I Era I (4.6) 


est non singulière, le système (4.5) admet une solution unique, quelle 
que soit la valeur du paramètre Æ. Ces solutions remplissent une 
droite invariante qui se compose d'un rayon stable (E >> 0) et d'un 
rayon instable (E << 0). Si la matrice (4.6) est singulière, la solution 
définie à une proportionnalité près existe seulement pour £ = 0 
(droite invariante neutre). On peut déduire toutes les solutions du 
système algébrique non linéaire (4.4) en laissant dans chaque équa- 
tion soit le premier facteur, soit le deuxième. 1] y a au total huit 
solutions, y compris la solution discutée plus haut et identique 
Mi = le = 13 = 0. Cette procédure correspond à une étude indé- 
pendante du système (4.1} sur chacune des trois faces du cône n, > 0 
k=1,2;3 
Critère de Moltchanov [298b]. Pour que la solution triviale du 
Système (4.1) soit stable, il faut et il suffit qu’il n'y ait aucun rayon 
neutre ou instable à l'intérieur et à la frontière du cône n, > 0 (k — 
—= "1, 2; 3). 

Nous venons de montrer que la condition est nécessaire. L'idée 
de la démonstration de la condition suffisante est esquissée dans 


{298b]. 


Remarque. Dans certains problèmes (voir n°s 1.1, 2.6) les quantités 


g} (k, r = 1, 2, 3) s'avèrent toutes imaginaires pures. Dans ce 
cas, en vertu des équations (4.1), 


ETAT (k = 1, 2, 3) 


sont intégrales premières du système (2.1) et peuvent être utilisées 
pour la construction de la fonction de Liapounov par la méthode de 
combinaison linéaire d'intégrales proposée par Tchétaïev ([145al, 
chap. II, n° 10). Or, une fonction de Liapounov ainsi construite sera 
définie au troisième degré des variables près et permettra seulement 
de conclure à la stabilité formelle [234e] de la solution triviale du 
système (1.1). 


CHAPITRE IX 


OSCILLATIONS D'UN SOLIDE PESANT 
À UN POINT FIXE AUTOUR DE SA POSITION 
D'ÉQUILIBRE INFÉRIEURE 


$ 1. Cas particulier : le centre d’inertie est situé 
dans un plan principal de l’ellipsoïde d'inertie 
par rapport au point fixe 


Dans les n°5 1.1, 1.2 et 1.5 nous transformons les équations diffé- 
rentielles des oscillations d’un solide pesant à un point fixe autour 
de sa position d'équilibre inférieure assugetti à la condition énoncée 
dans le titre du paragraphe. Il est préférable d'appliquer aux équa- 
tions transformées les méthodes connues: ce conseil est illustré en 
examinant l'application de la méthode des approximations successi- 
ves. 

1.1. Forme diagonale. Considérons un solide pesant dissy métri- 
que soumis à la seule condition que son centre de gravité G soit situé 
dans un plan d'inertie principal par rapport au point fixe O; sans 
diminuer la généralité, orientons les axes principaux Oryz de l’ellip- 
soïde d'inertie de telle façon que 7, > 0, y. = 0, z:> 0 (OG*° — 
= 12% + yG > 0). Les équations d’Euler s’écriront alors 


dp 1—c Mel dq Mel " 
ee a Ms SV mn = C—a)rp+ 5 Ey—Er), 
dr __a—1i Mel + , A 0 D TG - _ 2G 
dr ce PTIT EY RE Le L ©? =), 


où /—0G et l'axe fixe O2:* est dirigé verticalement vers le bas, 
tandis que y, y’ et y” sont ses cosinus directeurs. Afin d'examiner 
les oscillations autour de la position d'équilibre inférieure (+ = E, 
y’ = 0, y” = Ë), posons pendant toute la durée du mouvement 


M D à 
Introduisons des variables et le temps sans dimension 


P=Z, Q=+, =— T = vi (= TEL) 
Y RU 


(remarquons que v est la pulsation du mouvement pendulaire autour 
de l'axe Oy si ce dernier est horizontal) et mettons les équations 
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d'Euler-Poisson sous la forme 


dP Û mr. Î— dr j , " 
De. OR, = c0-RP-Qr; 
Lise id né HYPER PT'—RT, (1.1) 
dR È r dr” , 
RE LACPpQ, À -EQ:QT— Pr". 


La matrice de la nn linéaire du système (1.1) admet comme 
valeurs propres O0, O0, —i, +i, —Ài, +, 


+ Lrrle @+e-1, (1.13) 


où à la valeur propre nulle RPRATTS des diviseurs élémentaires 
premiers. Ecrivons la matrice S dont les éléments sont les vecteurs 
propres de la partie linéaire de (1.1) convenablement disposés, ainsi 
que la matrice inverse S-1: 


[° E O0 O0 ii Gi 
lo Oo 1 1 0 0 
à .- ë 
s=|0 © 0 0 eo | 
E O —it it 0 0 
0 O0 O0  o 1 1 
JO O dt —it O0 0 (1.2) 
0 0 0 E O0 
Ë é 
c.° Ü ar? 0 0 
0 +  o + 0 —iÀ 
L = > 
- 0 + O0 {+ 0 :i+ 
if 0 i& 0 +  o 


Désignons par u un vecteur de composantes P, Q, R, T, FT’, F”, 
et par x un vecteur de composantes x,, . . ., rg. Mettons le système 
(1.1) sous la forme 

du 


— = Au-g(u), 
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où g(u) est une fonction vectorielle constituée par les termes non 
linéaires de (1.1). Le changement u — Sx entraîne la diagonalisa- 
tion de (1.1): 


À = S'IASx + STE (Sx), (1.3) 


où S-'AS est une matrice diagonale dont les éléments sont les 
valeurs propres de la matrice A prises dans l'ordre indiqué ci- 
dessus. Puisque x, et x; sont conjuguées complexes de x, et r;, de 
sorte que x; —x,, z, Ze, il est utile d'écrire les équations pour 
les deux premières variables. Le système (1.3) se présente donc 
comme suit : 

dr: 


ee = i (x — x) + id (xŸ — ti), 
Se HQE r, (3 + z) +55 (1) (254 20) (xs — Ze), 
De inst + (oo) Beat + PRO 4 
+ EN R 4 D it, (T3 LT) — 
hip (te Lo) Jan 
—+if[1 —e (Lee) ar - DE LsTer (1.4) 
Le = ire ++ ir (ze— 25) + 


Hifi (es) ant 


Hifi (entr) Jens 


—c)(1— À) ET a—c)(1+ À) ES 
+ EEE Ta (Ts — Ze) + CORNE 7, (z5— Te). 
Nous connaissons trois intégrales premières : l’intégrale triviale, 
l’intégrale du moment cinétique par rapport à la verticale Oz* et 
l'intégrale des forces vives. Ecrivons-les en utilisant les variables 
diagonales : 


2r,+ 25 — (rs —2,) + (xs + ze)? = 0, (1.5) 
ach?r, + ach?x,x, + i (c — a) Eîre (xs — x) + 
— y, k LS 
HIT (asts + zur) + (aire + airs) = k (: - - }: (1.6) 


— 2, + ah (rs) — (2x) = pe (um 2). (1.7) 


B**° 
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1.2. Forme liapounovienne ([77a], $$ 33 à 45). Il est aisé d'é- 
crire la matrice T d'une transformation linéaire susceptible de rédui- 
re le système diagonalisé (1.4) à la forme alternée liapounovienne 


10 IE 4 
ou P=zsl1y ;|: 


La matrice L de la transformation résultante qui réduit le 
système initial (1.1) à un système de la forme liapounovienne est 


L=ST, 
où S est conforme à (1.2). Ecrivons L et son inverse: 
0 0 O0 E OC 


T=l,+T +T L = 


OE0O 00—-—: 


aÀ E a : 
001 00 0 ar | sh 
| 
600—60 0 0 0 O0 010 
000 O1 oO : 
È Ë 
00 £0 oO Tr de 0:00 


Le changement de variables u—Lz conduit (1.1) à la forme 
liapounovienne 


dz1 


 — — 734 + Àzs2c 
ds __ (a—c)ët — Î 
"ar — au 22% + 23261 


; = —a [1% 1. 
Ps = + (o—a) tit CRE + CE 


(2.2) 
dz c—a)Et _ 
Te = 28 + 2123 — 2225 + CPE, 
es = — Àze— Àz,26 + 2224 + QD Z426: 
d 1 — 1 1 c—a)Et _ 
= As + +(<—— = E + — te) 2223 + TS Z3%6- 


Ecrivons les trois TS premières dans le même ordre en 
utilisaut les variables liapounoviennes : 


2z,+21+2+2— 
ach?z, + ach2z,2, + (c— a) Etz,z, + 
— 27, +ach2z5 + 25 + 25 = pe. (2.5) 


(2.3) 
2426 + 2325 = À, (2.4) 
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La plus simple combinaison linéaire d’intégrales au sens de 
Tchétaïev ([144b], pp. 430 à 431) se réduit ici à la somme de 
l'intégrale triviale (2.3) et de l'intégrale des forces vives (2.5) et 
fournit une forme V définie positive par rapport à toutes les 
variables : 

V= 254 ach225 + 25 +2 +25 + 2 =, 
compte tenu de la stabilité de la position d'équilibre inférieure, 
cette forme permet de déterminer son domaine d'attraction en 
variables p, q, r, Y, Ÿ, Y’- 

1.3. Résonances. La formule (1.1a) établit le rapport des pulsa- 
tions de la partie linéaire du système (1.1). Egalant ce rapport à p — 


— m/n où m et n sont deux entiers naturels premiers entre eux, nous 
obtenons 


Le+Ltz pe, (8-1) 
ou 
a(p?c—1)E-+c(pa—1)t2=0 (E+i= 1). (3.1a} 


Dans le premier octant de l'espace de {a, c, E2} l'équation (3.1) 
est celle d’une portion de surface du deuxième ordre 


(a —c) E = c(p?a — 1) (3.1b}) 
soumise aux restrictions naturelles 
OSEL1, atc>i, c—a<i, a—c<i. (3.2) 


Les trois dernières inégalités expriment les relations connues 
selon lesquelles la somme de deux moments principaux d'inertie 
quelconques n'est jamais inférieure au troisième moment. Pour 
p = 1 l'équation (3.1) devient 


A(C—B)E +C(A—B)E=0. (3.3) 


Ce sont, comme l’a fait remarquer F. Kh. Tselman [333b], les condi- 
tions imposées aux paramètres d’un solide dans le cas de Gess-Ap- 
pelrot [216]. 11 va sans dire que l'équation (3.3) reste aussi vérifiée 
dans le cas de Lagrange-Poisson (£ — 0, À = B). 

Pour p — 2 l'équation (3.1) devient 


A (4C — B)E + C(4A — B)t = 0 


Si À = B, & = 0, on a À = 4C; F. Kh. Tselman a fait remarquer 
[333b] que ce sont les paramètres du solide dans le cas de Goriatchev- 
Tchaplyguine [38b, 138]. 

Or, l'équation (3.1) (ou (3.1a), (3.1b)), soluble pour tout 0<o = 
— mn << ©, n'a aucune solution qui corresponde au cas de Kova- 
levskaïa [611 (p = V2). 
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1.4. Mouvements élémentaires. Commençons par les rotations 
permanentes dans lesquelles p, q, r, y. y’, y” restent constants, 
c'est-à-dire que l'axe de rotation (à vitesse angulaire constante) 
occupe une position inchangée dans le solide. Les équations (1.1) nous 
donnent alors 


(—c)QR — Ey =0. Ry —Q7 : 0, 
(c—a)RP +£y—Ey =0, Py"— Ry = 0, (4.1) 
(a — 1) PQ + Ey = 0. Qy — Py" = 0. 
Des trois dernières équations il ressort que 
P=Qy, Q=Qy, R=9y @=+VPRÆ+Q+R) (42) 
c'est-à-dire que l'axe permanent reste vertical. Pour définir la posi- 
tion qu'il occupe dans Île solide, multiplions la premiere et la troisie- 


me équations (4.1) par & et Ë respectivement et faisons leur somme. 
Il vient en vertu de (4.2) 


ViEGM—c)y"+E(a —1)yl = 0. 


Dans le cas considéré le lieu géométrique des axes des rotations 
permanentes dans le solide (cône de Staude) se trouve divisé en deux 
plans : 


y—=O0OeE(—c)z+ËÈ(a —1)r = 0. 


Passons au mouvement pendulaire. On sait qu'il peut se produire 
par rapport à l’axe d'inertie principal (nécessairement horizontal et 
fixe dans l'espace) qui est perpendiculaire au plan contenant le 
centre de gravité. C'est précisément la présence du mouvement 
pendulaire qui détermine la position du problème. Posons donc 
dans (1.1)  — À = FT” = O0 ct revenons aux variables y et +”. 
Il vient 


+ LA dy” 
Le ty EV" = — QY". = = QY. (4.3) 
Puisque y” = cos Ÿ, où Ô est l’angle de nutation, pour y =0 


on a y=sin Ü. En position d'équilibre on a cos Ê —£ ; on pose donc 
pour le mouvement pendulaire 


Ÿ — arccos & + ©. 


L'équalion du mouvement pig se déduit alors de (4.3): 


LT 0. 


_— 


1.5. Transformation des équations diagonalisées. Explicitons x, 
dans l'intégrale triviale (1.5) : 


1 > — 
Ti (rs) — 5 (xs + ze)* + [4]. (5.1) 
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Portant cette expression dans l'intégrale du moment cinétique 
(1.6) et remarquant que x, est du même ordre de petitesse que , 
nous obtenons 


1 1— À 


À 
De nr hs (st + Tite) — _ (ste + 235) + 


i(a—c) ES 
+R (es 2) + B1. (6.2 

Dans la suite, nous indiquerons partout l'ordre de petitesse des 
termes supprimés suivant les variables rs, ze, 25, 2, et la constante k. 
L'ordre du système d’ équations (1.4) se trouve maintenant abaissé 
de deux unités, et le système transformé constitué de deux couples 
d'équations conjuguées complexes (x; = Te, Ts = Z) se présentera 
comme suit : 


drt __. ) HA) (c—a)Et + 
et En le Fu ” 


ee CE top 


ar (+ (See) The RÉ ass + 
HA (rs) (at — 2) — (est) (25 + 2e) — 
DE (aan à 
+ OCEDE 4 (orange) — EEE (3 2) 
+ (i(A+1) (ste + zirs)+i(A— 1) (zsrs+ aire) + 
FOIE &(2- 20 {fi Se (Le-Le)]z+ 
++ (£e-Le)]z+l4l (63 
dt plat L (860) Jin 
+ RE 2 (25 — 20) + [= 1—2+ 
+i(£rr£e)]rr + MD à (25 20) + 


+ LA (zs — 24)? (50 — 23) + IA (28 — 23) (as + 20) + 


14—01570 
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+ _—. Li (1— À) (zaxzs + rire) — i(1+ À) (rate + Lits) + 


+R x (232) {fa RL E+Et)la+ 
+[-1-2+5(£e+<e)]s)+14 


L'intégrale première qui reste se laisse avantageusement repré- 
senter sous la forme de la somme de l'intégrale des forces vives (1.7) 
et de l'intégrale triviale (1.5). Faisant intervenir (5.1) et (5.2), 
orme l'intégrale première du système d'équations (5.3) sous la 
orme 


S [x+- La 


E? 
(ZsTe + Lits) + 
Ir °+41z2+[4)= pt. 


ach= 


À (rot ait) — 


1.6. Généralisations possibles. Le système d'équations différen- 
Lielles que nous examinons ici est un syslème triparamétrique, car 
il comporte trois paramètres indépendants a, c et £ (remarquons que 
t— + V1 — E*). Si l’ellipsoïde d'inertie par rapport au point O 
était un ellipsoïde de révolution (a = Î, ou c — 1, ou a = c) ou si 
le centre de gravité était situé sur un axe principal d'un ellipsoïde 
d'inertie quelconque par rapport à O (£ = Ô ou £ = 1), le système 
serait biparamétrique. Dans le cas de Lagrange-Poisson (a = 1, ëE = 
= 0) le système d'équations (1.1) ne contient qu'un seul paramètre c. 
Dans le cas de symétrie cinétique a — c — 1, £ = O0) de dans le cas 
de Kovalevskaïa (a — 1, c = 1/2, - {. ou a — c = 2, Et — 1) le 
système (1.1) ne contient aucun paramètre. Dans le cas général le 
mouvement du solide est défini par un système d'équations diffé- 
rentielles à quatre paramètres a, €. £, n(£ = + V1 —E— 1°). 

Les équations à quatre paramètres obtenues sont analogues aux 
équations que nous venons de citer, mais elles sont plus encombran- 
tes (une autre approche, voir $ 2, conduit à des équations plus sim- 
ples). Tout aussi encombrantes sont les équations des oscillations 
autour de la position d'équilibre dans d'autres champs de forces, 
par exemple dans le champ des forces centrales newtonien. 

Les transformations proposées permettent d'appliquer au cas du 
solide les méthodes élaborées pour les oscillations dans un système 
autonome essentiellement non linéaire. Certaines méthodes de ce 
type ont été développées dans les chapitres I, IV et VIII. Leur 
efficacité pour les oscillations du solide reste à prouver. En conclu- 
sion, nous citons une méthode qui, à notre avis, donne des résultats 
appréciables. 

1.7. Situation proche du cas de Kovalevskaïa. Sous l'hypothèse 
formulée au début du paragraphe, considérons la situation où le 


$ 1] . CAS PARTICULIER 211 


centre de gravité G du solide est situé dans le plan équatorial de l’el- 
lipsoide d'inertie pour le point fixe O, qui est un ellipsoïde de révo- 
lution. Posons donc 


A=BZÆC, yes =2e =0, 16 =-0G 0. 


La situation proposée couvre aussi le cas de Kovalevskaïa (C — 

| A 

= 1/, À). 
Pour a = 1, E — 1, & = 0 les équations (1.1) deviennent 


dP dQ pe 4R _ 1. 
= (A—0c)QR, = —v+(c—1)RP, =, 


dy _ pr nv par A _Oy— p+y 
Rp Qr, = pyRy, À =Qy-Py. (11) 


Les trois intégrales premières: l'intégrale triviale, l'intégrale du 
moment cinétique par rapport à la verticale Oz, et l'intégrale des 
forces vives s'écriront 


v+y2+y’=1, Py+Q%+cRy =k (= A.) (7.2) 


2 2 2 2h 
P2+Q+cR—2%— Avi 


Afin d'étudier les oscillations autour de la position d’équilibre 


inférieure (y = 1, y’ = y” = 0), explicitons y et P dans les deux 
premières intégrales: 


— 7 —; k—Qy'—cRy" , 
y= +V Ty y, PRES (7.4) 


Les dernières expressions sont des fonctions analytiques des variables 
tant que 


(7.3) 


y + y <1, (7.5) 


c'est-à-dire tant que le centre de gravité G n’a pas atteint le plan 
horizontal passant par O. Supposons que le centre de gravité du 
solide vienne dans ce plan avec une vitesse angulaire nulle, 


P=Q0=R=»=0, V-byres: |]. 


Pour ce mouvement la constante À dans l’intégrale (7.3) est égale à 
zéro; on a à l'instant initial de ce mouvement, en vertu de (7.3), 


P*° (0) + Q* (0) + cR* (0) — 2y (0) = 0. 
Si donc à l'instant initial on a 
P° (0) + Q° (0) + cR° (0) — 2y (0) < 0, (7.6) 


le centre de gravité n’atteindra le plan horizontal à aucun instant 
de son mouvement: la condition d'’analyticité (7.5) est vérifiée. 


14* 
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Portant (7.4) dans (7.1), on obtient un système du quatrième 
ordre 
@ ir k—Qv—cRy" dR _1 
"X — v'+(c Dire vanre mere 5 de à VA 
dy’ »” k—QY —cRY" 


ar? V1—y2—71 —RV1—-Y2—Y?, 
dy" 7 sr k—Qv'—cRy". 
= QV1 LS Vi=y3=y ? 
ce système est analytique si la condition (7.6) est vérifiée. 


L'équation caractéristique de la partie linéaire du système (7.7) 
est 


(7.7) 


| n 1 1 — ed 
A+ (14 +R) EEE = 0. 


C 


Pour c << 1 elle admet des racines imaginaires pures distinctes. 
Soit c > 1; alors, si 


k> + : (7.8) 


l'équation admet une racine positive. Remarquons que la frontière 
d'instabilité globale (7.8) de la position d'équilibre inférieure est 
aussi grande que l'on veut si le disque est épais (c = 1 + &, e > 0) 
et aussi petite que l'on veut si le disque est mince (« crêpe », c > 1). 

Voyons si les conditions d'instabilité globale (7.8) et d'analytici- 
té (7.6) sont compatibles, compte tenu du fait qu'on a en vertu de (7.2) 


k — P (0) y (0) + Q (0) y’ (0) + cR (0) y” (0). 
Supposons que le mouvement commence en état d’équilibre, 
v (0) = 1, y’ (0) = y” (0) = 0. 
On a alors 4 = P (0), et les conditions (7.8), (7.6) se réduisent aux 
inégalités 
1 < P:(0) <2— Q:(0)— À2 (0) (7.9) 


qui ne sont compatibles que pour c > 3/2. 
1.8. Application de la méthode des approximations successives. 
Ecrivons le système (7.7) en notation vectorielle : 


O (c—1)k O0 —1 
Q 1 
dx A | ee . (8.1) 
— — Ax=f(x), X = y , = 0 _A 0 k , . 
Y” 1 O0 —k 0 
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où f (x) est une fonction vectorielle constituée des termes non linéai- 
res. Prenons en approximation d'ordre zéro x, — X (0): il vient alors 
en première approximation 


x 
dt 


Ax,= f(x) (8.2) 


et à chaque étape d'approximation suivante 


et Axsss = f(x) (k=1, 2, ...). 
D'où 
T 


Xn+y = ETAX (0) + | ett-JAf (x, (s)) ds. (8.3) 


0 
Donnons une évaluation canonique de la norme de la différence : 


T 


pes (ex (m)= À ett-A [Fu (5) — (rs (ds (A1, 2, ...). 
0 
Il vient 


3 
LXnes (T)— x (T) IS LT et DAT T x, (s) — xx (s) | 
OLs<T k= 1,2...) 


où L est la constante de Lipschitz dans le domaine fermé contenu 
dans (7.5) . Si donc 


tT<LT* — pett-s A |-1 


l'application (8.3)est contractante et la suite {x, (t)} est uniformé- 
ment convergente sur le segment 0 << t < T*. 
En première approximation on a d’après (8.2), (8.3) 


X1 (T) = eTA x (0) + ATT (etA — I.) £ (xo). (S.4) 


Sous forme développée la formule (8.4) définit le relèvement d'un 
disque mince que l'on a fait pivoter avec une force suffisante autour 
de la verticale (effet de la pièce de monnaie). 

1.9. Remarques sur la définition de la position du solide à un 
point fixe. Nous intégrons les équations d'Euler-Poisson. Or, après 
avoir déterminé les valeurs de p, q, r, y, y’, y” pour un instant 
donné t, nous n'obtenons que cinq constantes arbitraires, car la som- 
me des carrés des cosinus directeurs est à tout instant égale à l'unité. 
Par contre, les données initiales sont susceptibles de prendre six 
valeurs initiales arbitraires, par exemple ps, Go: los or Vo: Vos OÙ 
œ, w, Ÿ sont les angles d'Euler. On montre aisément (voir par exem- 
ie 38b, chap. 1, $ 5) que la solution générale demande de faire encore 
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une quadrature en plus de l'intégration des équations d'Euler-Pois- 
son. En effet, si pour q et Ÿ nous avons des formules finies [38b] 


ç = arctg ra > Ÿ—arccos ÿ”, 


l'angle de précession 4 se définira à partir de l'égalité 


_ 1 dde 
dt 7 [r Vel dt Ÿ dt v}]. 


P. V. Kharlamov propose une autre méthode de définition de la 
position du solide dans l’espace, qui consiste à utiliser les hodogra- 
phes mobile et fixe de la vitesse angulaire et des coordonnées curvili- 
gnes. Cette méthode (11381, n° 1.6) s'appelle naturelle, par analogie 
à la cinématique du point. 


$ 2. Cas général 


Le système d'équations dynamiques et cinématiques d’Euler, 
note À. Jou. Ishlinsky ([52al, chap. IV, $ 1), est mal adapté à l'étude 
du comportement des gyroscopes. Cette remarque est justifiée aussi 
pour le problème envisagé dans ce chapitre. Dans son cas général les 
équations d’Euler-Poisson présentent quatre paramètres indépendants 
qui peuvent être représentés par deux rapports des moments d'iner- 
tie et deux rapports des coordonnées du centre de gravité à sa distance 
au point fixe. Si, comme dans le $ 1, le centre de gravité est situé 
dans un plan principal de l'ellipsoïde d'inertie par rapport au point 
fixe (ce qui a toujours lieu s’il s’agit d'un ellipsoïde de révolution), 
on à moins de quatre paramètres indépendants. En effet, on a trois 
paramètres sous l'hypothèse consentie en général, deux au plus sil 
s'agit d'un ellipsoïde de révolution, un seul dans le cas de Lagrange- 
Poisson et aucun dans le cas de Kovalevskaïa. 

La réduction de la partie linéaire des équations des oscillations 
étudiées dans ce chapitre à sa forme de Jordan est assez encombrante 
si l'on retient comme précédemment les équations d'Euler-Poisson. 
Or, il suffit d’abaisser le nombre des paramètres d'une seule unité 
par rapport au cas général pour que la transformation indiquée 
devienne beaucoup plus compacte (voir n° 1.1). Enfin, les calculs 
deviennent remarquablement faciles si l'on introduit un système de 
coordonnées concomitantes, c'est-à-dire liées au solide, proposées 
par P. V. Kharlamov ([138], n° 2.6). 

Dans ce paragraphe, comme dans le $ 1, nous entreprenons certai- 
nes transformations préparatoires visant à rendre possible l’applica- 
tion des méthodes du petit paramètre et de la méthode des formes 
normales. Ces transformations ne facilitent pas pour autant la mise 
en œuvre des méthodes indiquées. 11 s'agit d'une question de prin- 
cipe: le mouvement du solide à un point fixe ne se réduit pas en 
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général à une superposition d'oscillations mais se définit, on le sait, 
par le roulement sans glissement d'une axoïde mobile (roulette) sur 
une axoïde fixe (base) (étude détaillée est faite dans [138]. En 
ce qui concerne la méthode des approximations successives, les ré- 
sultats du n° 2.6 (voir aussi n° 1.8) sont à notre avis assez probants. 

2.1. Coordonnées de référence. Supposons que le centre des mas- 
ses G du solide ne se confond pas avec son point fixe O0. Menons le 
premier axe de coordonnées OX 
par Get orientons les deux au 
tres, OY et OZ, de telle façon que 
Je moment centrifuge J,-, soil 
nul. Le système de coordonnées 
concomitantes (liées au solide) 
OXYZ sera appelé système de ré- 
Jérence (fig. 19). 

On sait que l’énergie cinétique 
du solide est une forme quadrati- Grccos », 
que des composantes de sa vites- 
se angulaire : 


Î " : 
T — 3 (xx OÙ + Jyy oÿ + 
+ J,20Z — 2J;;ox ©; + 


+ 2Jzx ©z x), 


Fig. 19 
(1.1) È 
OÙ Jyxs Jyy. Jz2z Sont Îles moments d'inertie et J+; == Jx, 
Jzx = Jxz (Jyz = Jzy = 0) les moments centrifuges du solide. 


Utilisant les formules des projections du moment cinétique ko du 
solide sur les axes de référence 


he = Jrx ox + Jry Oy + Ji Oz. 


ky = Jyx ox + Jyx wy, (1.2) 
kz = Jzx ©x + Jz2 &2z, 


mettons (1.1) sous la forme 
Te (Exox + Era + kzw). (1.3) 
Explicitons wx, &;, wZz dans les équations (1.2): 
x =Qxrxkx +Qxyhr+Qxzkz, 


Wy = Qyxkx + Qykr + Q-2kz, (1.4) 
Oz = Qrxkx + Qzyrhs + Qzzkz, 
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ou 
OO. — JyyJ 22 Q.— Jzzlxx—-J3x Q,,— Jrxdyy —J$, 
ZX detJ ? “YY det J 277 det J è 
JxyJzz Jxzlys 
Q xy — y x —— 7 7 detJ ? Q xz — (zx Cr det J , 
Try] 
Dre Dr dl 


et, enfin, det J est le déterminant de la forme quadratique définie 
positive (1.1), c'est-à-dire le déterminant de la matrice 


0 [xx Jxr Jzx 
J=|Jrr Jyy O0 |. (1.5) 
Jzx 0 J'zz 
Substituant (1.4) dans (1.3), nous obtenons l'énergie cinétique du 


solide comme forme quadratique des composantes du moment ciné- 
tique du solide par rapport à son point fixe O 


1 
— D (Qrxkt + Q;-y#kY + Qz2k2 + 
+20 pk xks H2Qzkyhkz +20 2rkzkx). (1.6) 


Nous passons de cette façon du tenseur d'inertie {J x, . .., Jzx} 
au tenseur de giration {Q,,, ..., Q,} (voir [138], n° 2.5). 
On peut l'exprimer d’une façon plus compacte: 


ko=Jw, T=+(ko, w)=+ (Jo, w), 
& = J"1ko, T=+ (ko, J''ko). (1.7) 


2.2. Axes de coordonnées spéciaux. Faisons tourner les axes du sys- 
tème de référence OUXYZ autour de l'axe OX d'un angle e de OY 
vers OZ; désignons les nouveaux axes par OXX,X, (voir fig. 19). 
Les nouveaux vecteurs unitaires se laissent déduire de ceux du systè- 
me de référence par les formules 

ex, =ey COS & + ez SiINe, ex, — —€y Sin e +ez cos €. 
La matrice R dont les éléments sont les composantes de la nouvelle 
base ex, ex,, ex, par rapport à la base de référence ex, ey, eZ s'écrit 
1 0 (9 
R—||0 cose —sine 
O0 sine  cose 


c'est une matrice orthogonale, R-! = Rt. 
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La matrice J du tenseur d’inertie dans la nouvelle base se définit. 
par la formule (1.1.27) de [146]: 


J—R-UJR— 
Jrxr Jrycose+J,,sine Jxcose—J,;sine 


L_] e { e 
_|Jyycose+J,;sine J;v-cos’e+J,,sin?e — (J22—J;y) sin 2e 
- 4 e L] 
Jzxcose—J ,>sine 7 (Jzz2—J;--) sin 2e J;;sin?e+J,,cos?e 


Il est évident que det J = det J. Calculons les éléments de la matri- 
ce inverse : 
ei Trvlzz Gare) 1 (J.LJ Jèv\ sin? 
Ju = gr Vn(Ee)=-55 (Jxxlrr —J'iy) sinfe+ 
+ (Jrxlzz—J2x)cos e+J;yJ x sin 2e], 

"A 1 ee 
Ja (e) —“detJ [(Jrx/zz— J2x) sin? e + 

+ (Jr x cos®e—J >) x Sin 2e], (2.1» 


Je) = Ft (8) = —— (Jrrd zx Sin e + J'22] xy COS), 


Fi 


JF (e) = J:: (e) = — (JzzJ xy sine— J.-J, cos Ee), 


+ É | 
Ta (e)= Pi) = ir + Urxlrr— Jr — 


—J'ixd 2z + J2x) sin 2e + Try zx cos 2e | 2 


P. V. Kharlamov a défini des axes spéciaux des coordonnées 


concomitantes ([138], n° 2.6) par la condition J°: (e) = 0, l'angle 
de rotation £x étant compté entre les axes de référence OXYZ et les. 
axes spéciaux OXX,X, (dans le sens antihoraire en regardant de G 
vers O) et déterminé par la formule 


2J xvJ 7x 
g? — Jrx/zz—JEx —Jrxlyy +4 (#5) 


Désignons les valeurs (2.1) pour € — ex comme l’a fait. 
P. V. Kharlamov: 


er JyyJ 2 T- 
a= Ji = EE, ai Ji (Ex); a = Ji (Ex), 


= Jil(ex), = Ji (ex). (23) 


Remarquons que les a, a, et a, sont toujours positifs. 
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L'énergie cinétique du solide se définit en fonction des projections 
Kx, Kx:. Ex, du moment cinétique par rapport au point fixe sur les 
axes spéciaux OXX,X., conformément à (1.7), de la façon suivante: 


T= (ko: J-ko) -= 
= (ak +akh, +akk) + (bikx, +Bx,) Ex (2.4 


et les projections de la vitesse angulaire w du solide sur les axes 
spéciaux sont 


Oy — ak x - bkx, + BRXx,» (2.5) 
Ox, — Dkr à akx,, Ox, — bk x + akx, . 
2.3. Equations du mouvement du solide pesant dans les axes spé- 


ciaux. Le mouvement d’un solide pesant à un point fixe se définit 
par un système d'équations 


MU = [ko o]+ [lex x Me. D =vruw, (3.1) 


admettant trois intégrales premières 
(19, 19) = 1, (ko, V°)=Koze, T—(Mgw, lex)=h, (3.2) 


où ko est le moment cinétique du solide par rapport à son point 
fixe O, ex le vecteur unitaire dirigé vers le centre de gravité G 
du solide, v° le vecteur unitaire du poids, / — OG. Désignons comme 
dans le n° 2.2 les projections du vecteur ko sur les axes spéciaux 
OXX,X, par hkx. kx. Ex, et les cosinus directeurs de v° dans les 
MÈNES axes par *, v,. V. et écrivons les équations (3.1) et les intégra- 
les (3.2), conformément à (2.5), sous la forme (3.2.11), (3.2.12), 
(2.6.8), (3.3.16). (3.3.18) et (3.3.11) de [1381]: 


PE = (bks + ax) Exs— (Ex + ak) Ex, 
dk 
= — Melvs+(akx + bkx, + by.) Ex, —(bikx + akx,) Ex 
dk. 


2 — Mglv, ne (ak +- bkx, + b,k x.) kx, + (bi x + aikx,) k, 9 
_ = (dk, +ahkx,) vi—(bikx + aikx,) ve. 


a = (ak + bikx, + bakx) vo (bkx + @&kx,) v, 


s — — (ak. + bd A x, à ca bkx ) V, + (b, k + a, kx, ) Ÿ : (3.3) 
V + vi + vi = 1, kev+kx Vi EX NV: = — = kKoge, 


+ (ak + a KX, + GkY, ) + (b, kx, -L b Kx,)hkx —Mglv= H. (3. 4) 
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Le système (3.3) admet une solution kx = kx, = ky, = 0, 
VW = Ve = 0, v — 1 qui correspond à la position d’ équilibre infé- 
rieure. Posons pendant toute la durée des oscillations 


=1+N (3.5) 


et, en introduisant des variables et paramètresfsans dimension d'après 
les formules 


= f 
T=V Mgla, l, X — | ahx 


F 
_ LS EN = bp ) 

2 — 92 sr — ds 

LEE ? a? 1 a ? TE 


mettons le système (3.3) et les intézrales (3.4) sous la forme 


PE = (ex + dons) 4 — (est +2) 2. 


Fe = — Vs + (d'x + eixs + exe) %2— (erx + dix) à, 
Fe = Vi — (d'u Hess +este) ki + (ex +2) 2, 
= (ex + dut) Vi — (e1x + 43) Vas 
Fe = — €2k — dits + (d'K + ei4s + Eux) Va — (e2K + done) N, 
Fe = ex + ki — (dx + ex + exe) Vi + (ex +23) N3 (3.7) 
2N+N?+ it 0, (4 N) vi eve )/ 37 
d'x2+ ni + dons + 2 (esxs + ex) x — 2N = 2h° +2 (# en (3.8) 


Le système d'équations (3.7) définissant le cas général des oscilla- 
tions du solide pesant autour de sa position d'équilibre inférieure 
contient quatre paramètres sans dimension d’, d,, e,, e, qui ont pour 
équations (1.6), (2.3), (2.2) et (2.1) (voir aussi le n° 1.1). La matrice 
de la partie li éaire de (3.7) admet comme valeurs propres 


0, 0, —i, +i, —V di, +V di, (3.9) 
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où à la valeur propre nulle corre pondent des diviseurs é'émentaires 
premiers. Ecrivons la matr' ce S, constituée par les vecteurs propres 
convenablement disposés de la matrice de la partie linéaire du systè- 
me (3.7), qui la réduit à sa forme de Jordan (diagonale dans notre 
cas), ainsi que la matrice inverse S-?: 


0 1 0 0 0 0 
0-2, 0 0 1 1 
S = d2 : 
| 0 0 0 0 0 
0 0 ) 0 —iV & iVd 
0 0 i — i 0 0 
O0 O0 O0 14 O0  o (3.10) 
1 0 0 0 0 0 
1 1 1 . 
35 €: T 0 0 0 TZ! 
= 1 1 d = 
S 1 = 3 €1 TS 0 0 0 21! 
1 Ce 1 l 
su NUE 2 Vdr S 
L 0 L Li 
C7 (9) 5 0 IV 0 


Le passage aux variables de Jordan effectué à l’aide de la matrice 
S aura pour effet de diagonaliser le système (3.7) (ou plus exactement 
la partie linéaire du système transformé).La diagonalisation précède 
la réduction à la forme normale. Ici la forme diagonale ne nous sera 
pas nécessaire, tandis que les matrices S et S-! seront utiles pour 
le passage à la forme liapounovienne, ce que nous proposons de faire 
tout de suite. 

2.4. Forme liapounovienne. On écrit sans peine la matrice T de 
la transformation linéaire qui réduit le système diagonalisé à la 
forme alternée liapounovienne 


1 —i 
1 i 


1 0 
O0 1 
La matrice L de la transformation résultante du système (3.7) 
au système de la forme liapounovienne s'écrit 
L = ST, 


T=L+T,+ Ta, L — Ù 227 . 
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où S est défini par (3.10). Ecrivons L et son inverse: 
0 1 0 0 0 0 


O —e, 1 O0 0 () 

0 — O0 0 1 0 
L— de , 

1 0 0 0 O0 0 

0 0 0 0 O0 —Vd, 

0 0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 0 
1 0 0 0 0 0 
es 1 () 0 0 0 

L-1-| 0 () 0 0 0 1 ||. (4.1) 
e 
rn 0 1 0 0 0 
0 O0 0 Oo 1 o 
Vds 


Désignons par u un vecteur de composantes %, %1, %e, IN, Vis Vas 
et par v un vecteur de composantes v,, . .., vs. Mettons le système 
(3.7) sous la forme 


du 
où A est la matrice de sa partie linéaire et g (u) une fonction vectoriel- 


le constituée des termes non linéaires du système (3.7). Le change- 
ment 


u = Lv (4.2) 
mettra (3.7) sous forme liapounovienne 
d - : 
S=L 1ALv + L'ig (Lv). (4.3) 
Ecrivons la transformation (4.2) et le système (4.3): 
Bi es 


N=v,, VE —V div, Va = Vis 
DU=N, =, Vs en + M Di = Vs, 


(4.2a) 


Ca 1 
Ur = ——— X a Va = — Va: 
ON D ET 


dv ; 
= —Vyy— de V déve, 
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“ = + Va 3 — das + (do — 1) Usvs, 
d , 
nt (—d'+e+ Loi + ent+ 
L (a —d,—e—d,e;—2 a) VUs + eadaUaUs » 
ds 7 , ° e2 | (4.3a} 
L =v,+vvs + (d à +) ave + V de esvste + 
+ Vds ebsber 
dr 2 ; ’ 2 3 2 
= — Vars te (d'—e—$) v—eni+ 
+ (1—d" + 2e ++ d2 &) VaUa + Vols DT UsUss 


ee = d, vs + V d Ds + (a+ +5) — 


€1 € 
_ UeUy — —— Vis. 

Va + Ya 

Les deux premières intégrales (l'intégrale triviale et l'intégrale 
du moment cinétique par rapport à la verticale) de (3.8) s'écriront 
avec les nouvelles variables comme suit : 


20 + uw + uw + du = 0, (4.4) 
Va + Vila — Re avi + € de Vave— V de vsve + vus = k. (4.5) 


Une combinaison linéaire de l'intégrale des forces vives et de 
l'intégrale triviale conduit à une intégrale de signe défini: 


va + (d'— 63 —E) vi+ 02 +08 + de (08 + 09) = 2h + 2. (4.6) 


2.5. Résonances. On déduit immédiatement de (3.9) les rapports 
des pulsations de la partie linéaire du système (3.7) ou du systè- 
me (4.3a). Egalant ce rapport à m/n, où m et n sont deux entiers 
naturels premiers entre eux, on obtient 


A EL (5.1) 
Il ressort de (2.2) que 
SIN? Er = _. [72 + (J'rxlrr bi J'y) EE (TJ xxd 22 — J2x)], 
COS? Ex = __—. CR — (xx re — J'y) + (Jrx/ zz — JEx)], 


sin 2€ = Laser. , 
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où 

À = +V Uxx (22 Jo) + Jr —JExl + 4Jivlix. 
On a en vertu de (2.3), (2.1) 
Jrxx(Jyy +22) —-J$s+J2x) —# 


L'équation de résonance (5.1) devient après quelques transformations 
évidentes 
(rt + mm) J'rx J'rxdirl 22 — Jysdhx — Jzzdrr) = 
= RM TJ x xl is — J'is) + Jrxd zz — JEx) +2 ir 8x). 
(5.2} 
Supposons que les axes de référence soient axes principaux de 
l'ellipsoïide d'inertie par rapport à ©, de telle sorte que J y = 


= J,x = 0. Ils sont alors également axes spéciaux, car on a d’après 
(2.2) ex — 0. L'équation (5.2) s'écrit dans ce cas 


(rt + m*) Jos 22 = n°m° (Jÿy + J2) (5.3) 

et admet évidemment comme so ution 
Jzz__m° 5 4). 
ae (5.4) 


Par exemple, dans le cas de Lagrange-Poisson J,-+ — C (car l'axe 
OX est dirigé vers le centre de gravité du solide), Jyy = Jzz = À, 
ce qui correspond à (5.4) pour m = n = {. 
Or, dans le cas de Kovalevskaïa [61] on a Jyrx = À et 
Jzz _ 1 


TRS 


Jyy 
c'est-à-dire que (5.4) n’a pas lieu. 
2.6. Application de la méthode des approximations successives. 
Explicitons les variables v,, v, dans les intégrales (4.4), (4.5): 


ve —1+V Tu duie —Lui—+dvi+[4], (6.1) 
pe ; = 
D = — TV de Potage hu, —e, Va, kve+ (81. (6.2) 


Lei Lit e1 Vdr ve 

Compte tenu de (4.2a), les développements (6.1) et (6.2) sont 
convergents sous les conditions 

+ <1i, —1< N. (6.3) 

Il est évident que ces conditions sont vérifiées si le centre de gra- 


vité du solide oscillant n'atteint pas le plan horizontal qui passe 
par le point fixe O. 
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Ecrivons les quatre dernières équations (4.3a) en notation vecto- 
rielle : 


re — Bw +f(w, Vs (w), V, (w)); 


Ds O0 —1 oO 0 
L, 1 0 oO 0 

W — L's , B — 0 0 0 —Vd, , (6.4) 
le 0 0 Vd, 0 


où f est une fonction vectorielle constituée des termes non linéaires. 
‘Comme approximation d’ordre zéro pour (6.4), retenons le vecteur 


constitué des conditions initiales, w, = w (0), et comme première 
approximation, la solution du système 


= 


= Bw,+£ (wo, vi (Wo), Ve (Wo))- 


Dans les mêmes conditions initiales w, (0) = w, cette solution 
s'écrit 


(tr) = etbw, + B7 (etB — I,) Ê (Wo, vi (Wo)s V2 (Wo)) 
Les composantes du vecteur w, (t) s'écriront 
2! (x) = v,(0) cos t —v, (0) sin + + 
+[$ (2 ++ 5À) 09 (0) + eut (0) + 
+ (a’ desde SE) 0, (0) v, (0) +- 
+ exduvs (0) vs (0) | sin —2 [ v, (0), Rae (d—4—#) D, X 
x (0) ve (0) + V3 eus (0) ve (0) + V'& eups (0) ve (0) | sin? + 
2! (tr) =v, (0) sin t + v, (0) cos t + 


+2[< (—a"+e8+ €) 0? (0) + exvé (0) + 


+ (d'— de et — dei — 2 5) v (0) vs (0) + exdivs (0) vs (0) | x 


x sin? ++ [v, (0)v, (0) + (d'—ei — S) 2 (0) ve (0) + 


+ V de esvs (0) ve (0) + V de exvs (0) ve (0) Sin T; 
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vi (t) == v3 (0) cos Vds T—V de ve (0) sin Vd,T+ 
+7 [es (d'— ei) vé (0) —eivi (0) + 
+(1—d AL ous 
+2 (0) vs (0) —<Æ v, (0) ve ()] sinVd,1t— 
nono ( 44 _) v (0) v, (0) — 


Vd&T 
D 9 


—<Lv (0) v, (0) —<2 v, (0) vs (0) | sin? 
v! (t) RU 
Fa = Le: (d'—e K Let (O) + 
+(1— a+ 2854 +) 1 (O)v (0)+ 
+ (0) vs OL (0) vs(0) | sine Var ; 
+ [a (0) 0 (0) + (— a" +et+ À ) v, (0) v, (0) — 


— Lu, (0) v, (0) —<E-v, (0) vs (0) | sin Var. 
Ensuite on calcule v! (t) et v! (rt) d'après les formules (6.1) et (6.2). 
La deuxième approximation w, (t) se laisse déduire de l'équation 


dwe 
= Bw,Lf(w(c), vi(r), ch (r)) 


dont la solution nous donne (w, (0) = w,) 


w. (t) = etbw, + etB 


e-2Bf (w,(s), v'(s), v!(s)) ds. (6.5) 


OS'—, À 


Un résultat moins fin s'obtient en posant dans (6.5) ci (s) = 0 


et v! (s) = k, ce qui revient à négliger les termes du troisième ordre 
de petitesse dans f. 


Ecrivons l'intégrale (4.6) avec les variables de départ en faisant 
intervenir les formules (4.2a): 


(uma eurunté (ae) + 


-L N2- -v! _e - VS = 2h° +2. (6.6) 
15—01570 
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Supposons que le centre de gravité du solide ait atteint le plan 
horizontal passant par le point fixe O (N = —1, vi + vi = 1) à 
l'instant où il possédait une vitesse angulaire nulle Ge = {1 = #o 
— 0). La substitution dans (6.6) nous donne k” = 0. Cette situation, 
comme nous l’avons signalé plus haut, est un cas limite de conver- 
gence de la variante proposée de la méthode des approximations 
successives. L'intégrale (4.6) définit donc, compte tenu de la nullité 
de h’, la surface d'un ellipsoïde à six dimensions qui renferme les 
valeurs initiales admissibles des variables v,, . .., vs, ce qui est 
résumé par l'inégalité 


v? (0) + (d’—et -#) LE (0) -+- v£ (0) + v2 (0) + dv? (0) + du? (0) < 2. 


CHAPITRE X 


SUR QUELQUES CAS SINGULIERS DU MOUVEMENT 
DE LA TOUPIE DE KOVALEVSKAÏA 


$ 1. Introduction 


1.1. Historique sommaire et position du problème. Le problème 
du mouvement d'un solide quelconque autour d'un point fixe sous 
l'action de son propre poids est extrêmement ardu et n’a jamais reçu 
de solution analytique. Avant les travaux de Kovalevskaïa, la solu- 
tion générale du problème (en l'absence des conditions initiales pré- 
cises) n'était connue que dans deux cas, à savoir: pour un solide de 
forme quelconque fixé en son centre de gravité (cas d’'Euler-Poinsot) 
et pour un solide symétrique (dont deux moments d'inertie princi- 
paux sont égaux) dont le centre de gravité est situé sur l'axe de 
symétrie (cas de Lagrange-Poisson). 

En 1886, l’Académie des Sciences de Paris propose pour la qua- 
trième fois le problème du mouvement d’un solide pesant autour d’un 
point fixe dont la solution sera recompensée par le prix Bordin (le 
prix n'a pas été décerné les trois fois précédentes). C’est Sofia Kova- 
levskaïa qui remportera le prix en 1888. Son travail sera publié aux 
Acta mathematica en 1889-1891 [404 a-d]. Pour mieux cerner l’im- 
portance du résultat de Kovalevskaïa, nous énoncerons un théorème 
qu'elle a démontré. 


THÉORÈME DE KOVALEVSKAÏA. Les équations du mouvement du 
solide pesant autour d'un point fixe n'admettent dans le cas général 
aucune solution méromorphe univoque à cinq constantes arbitraires, à 
l'exception de trois cas dont un cas nouveau découvert par Kovalevskaïa. 

La démonstration de Kovalevskaïa a été perfectionnée par 
G. G. Appelrot [216b] et Liapounov [77al. Kovalevskaïa a tout 
d'abord découvert un nouveau cas d'inlégrabilité pour lequel elle 
a trouvé une quatrième intégrale et donné la solution générale. En 
outre, elle a posé et dans une large mesure résolu les questions d’exis- 
tence de solutions univoques du problème de mouvement du solide 
pesant et d'existence d'une quatrième intégrale algébrique. Enfin, 
les travaux de Kovalevskaïa ont entraîné de nombreuses recherches 
de solutions particulières dans le cas général et stimulé toute une 
suite de travaux consacrés à l'étude des solutions particulières dans 
le cas de Kovalevskaïa. 


15* 
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Le problème des solutions univoques sans conditions initiales 
précises a été résolu définitivement par Liapounov [77al. 

Beaucoup de chercheurs ont contribué à démontrer le théorème 
selon lequel une quatrième intégrale algébrique n'existe que dans les 
cas d'Euler-Poinsot, de Lagrange-Poisson et de Kovalevskaïa. Elle 
a donc lieu si et seulement si le problème admet une solution générale 
univoque dans tout le plan de la variable complexe t pour p, q, r, Ÿ, 


? " 
Yo Y- 
Pour tout ce qui concerne ce problème, ainsi que les solutions 


particulières du problème de mouvement du solide pesant autour d'un 
point fixe, nous recommandons au lecteur les ouvrages de V. V. Go- 
loubev [38b], P. V. Kharlamov [138], Iou. A. Arkhanguelski [216el], 
G. V. Gorr, L. V. Koudriachova, L. A. Stépanova [405], V. V. Ko- 
zlov [406]. 

N. E. Joukovski a donné une interprétation géométrique du 
mouvement du solide pesant dans le cas de Kovalevskaïa [251b]. 

Le lecteur trouvera la biographie de Sofia Kovalevskaïa et sa 
bibliographie complète dans le livre de P. Kotchina [407]. 

Dans ce chapitre nous nous arrêterons sur quelques solutions 
particulières dans le cas de Kovalevskaïa que nous appellerons cas 
singuliers du mouvement de la toupie de Kovalevskaïa. Les cas indiqués 
ont fait l’objet d’une analyse approfondie géométrique (G. G. Appel- 
rot, [216a, b]) et analytique (A. F. Ipatov [408]). Puisque la solu- 
tion générale de Kovalevskaïa conduit dans son cas à l’inversion 
d'un système de deux équations à deux intégrales hyperelliptiques 
(ultraelliptiques), A. F. Ipatov a entrepris une étude du mouvement 
de la toupie de Kovalevskaïa dans les cas où les intégrales hyperellip- 
tiques sont dégénérées. 

Pendant les deux dernières décennies, un volume important de 
recherches en dynamique du solide, des gyrostats et des systèmes de 
solides a été effectué par les écoles de P. V. Kharlamov et E. I. Khar- 
lamova [83]. Dans le texte du chapitre, nous nous référerons à quel- 
ques-uns de ces travaux qui ont trait à l'étude des solutions particu- 
lières dans le cas de Kovalevskaïa. 

1.2. Equations d’Euler-Poisson. Les équations d'Euler-Poisson 
définissant le mouvement d’un solide quelconque autour d'un point 
fixe O sous l’action de son poids Mg se présentent comme suit: 


d ” ’ 
A — + (C — B) gr = Mg (ycY” —2cY'), 
d " 
B + +(4—C) rp = Mg (2GY —ZcY ), 
d ’ 
C + (B—A) pq = Mg (xcŸ — Ye): (2.1) 


La # 


dY _ m  ÀY dy__ , 
Pré Dan A Berre A Se nt ae 
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où les axes de coordonnées mobiles Oxyz liés au solide sont constitués 
par ses axes d'inertie principaux : À, B, C sont les moments d'inertie 
par rapport aux axes Or, Oy, Oz respectivement; p, q, r les pro- 
jections de la vitesse angulaire instantanée w sur les mêmes axes: 
Les Ycr Zc les coordonnées du centre de gravité G du solide ; y, y’, +” 
les cosinus directeurs de la verticale descendante. 

Les équations (2.1) admettent trois intégrales premières: l'in- 
tégrale des forces vives 


Ap° + Bÿ + Cr —2Mg(r v + y Y +35 v) = 2h, (2.2 
l'intégrale du moment cinétique du solide par rapport à la verticale 
Apy + Bqy + Cry" =! (2.3) 


et l'intégrale triviale 


co (2.4) 
Un changement de variables 
_ q = Mg-0OG ‘ 
t=vt, P=L2, Q=4, R=T (v= y MO) 5) 
mettra les RU (2.1) et les us (2.2), (2.3) sous la forme 
dP 1 — 1 ï , dQ : " 
Fe =QR+E (nv —Ev), = (c—a) RP+Ey—E", 
JR _a—i dy Nr » 
ne PQ+— (y De Re = RY —QY, (2.6) 
a = Py"—Ry, LE = Qv- Py': 


aP° + Q + cR°—2(Ey + nv + y) = 
= 2H, aPy + Qy' + cRy” = L, (2.7) 


où 
a — æ c=+, Es =D 
= VTT, He Le. (2.8) 
Me a donc dans le cas général quatre paramètres indépendants 
a, C, E, \. 


Lorsque l’ellipsoïde d'inertie est triaxial et que le centre de gra- 
vite G du solide est situé dans un plan principal de l’ellipsoide 
d'inertie, on peut poser y; = 0; on a trois paramètres indépendants 
a, c, ë, et deux seulement dans le cas de Gess-Appelrot. Si l’on a 
comme précédemment À # B  C + À et le centre de gravité G 
du solide est situé sur un axe d'inertie principal (x, — y; = 0). 
on a deux paramètres indépendants a et c. Il en est de mème dans le 
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cas d'Euler-Poinsot. Dans le cas de Bobylev-Steklov on a un seul 
paramètre indépendant. 

Lorsque l’ellipsoïde d'inertie est un ellipsoïde de révolution 
(A = B), on a deux paramètres indépendants c et £, car on peut 
poser y, — 0. Si en outre le centre de gravité est situé sur l'axe de 
symétrie (cas de Lagrange-Poisson), on n’a qu'un seul paramètre 
indépendant c. Si comme précédemment À = B et le centre de gra- 
vité se trouve dans le plan équatorial de l'ellipsoïde d'inertie, on a 
toujours un paramètre indépendant c. Dans le cas de Kovalevskaïa 
| 
4° 
ce qui fait que les équations (2.6) ne comportent aucun paramètre 
dans ces cas. Enfin, lorsqu'on a la symétrie cinétique (4 -- Z = C), 
les équations (2.6) ne comportent aucun paramètre non plus. 

Dans le cas de Kovalevskaïa les équations d'Euler-Poisson (2.6) 
deviennent 


on a C == . , €t dans le cas de Goriatchev-Tchaplyguine c — 


dP _1 dQ __1pp_yr AR 9. 
Res OR ee 5 RP—-Y, A; 
d> , » dy’ ” 
RQ, Se Pr —Rv, (2.9) 
d , 
_ = Qy— PY 


et les intégrales (2.7), (2.4) et l'intégrale de Kovalevskaïa s'écrivent 
comme suit : 


2(P® = Q) +R —4y=4H, 2(Py -Qy) + Ry” =2L, (210) 
pe y y = 1, (PE — QE + 2y}° + 4 (PQ + v'Ÿ=K(K > 0), 


les notations étant celles de (2.5), (2.8). 

Nous appellerons (2.9) équations du mouvement de la toupie de 
Kovalevskaïa. On entend donc par toupie de Kcvalevskaïa un solide 
à un point fixe dont les masses sont réparties de façon à vérifier Îles 
conditions 

A=B—=IC, y = =0 


(cas de Kovalevskaïa). 


$S 2. Mouvements élémentaires de la toupie 
de Kovalevskaïa [322b”] 


Nous nous appliquons, dans ce paragraphe, à déterminer les 
courbes dans l'espace des constantes des trois intégrales premières 
(4.2.10) sur lesquelles peuvent se produire les mouvements élé- 
mentaires, à savoir: les rotations permanentes et le mouvement 
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pendulaire. Il est bon de mettre en évidence ces mouvements élé- 
mentaires en vuc d'analyser quelques cas singuliers ($$ 4 et 5) du 
mouvement de la toupie de Kovalevskaïa. Les mouvements élé- 
mentaires ou bien représentent le seul type possible des mouvements 
dans le cas considéré ($ 4), ou bien ils sont, dans un certain sens, des 
mouvements de référence ($ 5). 

Les mouvements permanents dans le cas de Kovalevskaïa ont été 
étudiés par G. G. Appelrot [216a, b], V. V. Roumiantsev [120 a, b], 
G. V. Gorr, A. M. Kovalev, A. Ia. Savtchenko [409, 410]. En ce qui 
concerne le mouvement pendulaire, il convient de citer [216a, b] et 
l'article de A. I. Dokchévitch [411] dans lequel les oscillations de 
ce type sont considérées comme des cas limites des mouvements 
plus complexes. 

2.1. Rotations permanentes. Nous commençons par le premier 
type de mouvement élémentaire : les rotations permanentes. Suppo- 
sons que toutes les variables prennent des valeurs identiquement 
constantes : les équations (1.2.9) nous donnent alors les conditions 
pour que les rotations soient permanentes, 


1 Dé ’ 
QoRo=0;, + RoPo + Yo = 0: Yo = 0; 
@QoYs = 0: PoYs — RoYo = 0: QoYo = 0. 


Pour que la première condition (1.1) soit vérifiée, deux éventuali- 
tés sont à considérer. Dans la premiere, 


Qo = 0, 


la deuxième et la cinquième conditions (1.1) doivent vérifier les 
égalités 


(1.1) 


- | 1 
Vo = —Z RoPos Ro (+7 P3) = (0. (1.2) 


Pour que la seconde condition (1.2) soit vérifiée, on a comme 
précédemment deux éventualités à considérer. Dans la première, 
R, = 0, on obtient un premier type de rotations permanentes Il; 
autour de l'axe Ox vertical: 


Qo = Ro =Y = Y = 0 Yo = +1, Po quelconque. (1.3) 


La seconde éventualité pour la deuxième condition (1.2) conduit 
à un deuxième type de rotations permanentes II, : 


5 À ph: + 1 | 
Qo = Ye = 0 Vo= — 5 Po Vo= —5 RoPo (Ro 0), (1.4) 


auquel cas on doit avoir 
vs + = 1, donc PS (PS + Ri) = 4. (1.5) 
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Il reste à examiner la seconde éventualité pour la première condi- 
tion (1.1): 
Ro — 0. 


Si l'on a de surcroît Q, = 0, nous retrouvons le premier type de 
rotations permanentes (1.3). Si au contraire Q, = 0, on a en vertu 
des conditions (1.1) Yo = y, = y; — 0, ce qui est impossible. Les 
expressions (1.3), (1.4) et (1.5) résument donc tous les types de rota- 
tions permanentes possibles dans le cas de Kovalevskaïa. 

Voyons quelles valeurs prendront les constantes À et L des deux 
premières intégrales (1.2.10) pour chaque type de rotations perma- 
nentes. 

Pour (1.3) on a 


H=F1<+2P, L=+P,, K=]|P+2| 
Mettons les dernières équations sous la forme 
H= Fi +21", K=]L +2] (—o <L< +oo). (1.6) 


Tout ce que nous pouvons affirmer, c'est que les rotations per- 
manentes II, ne peuvent pas se produire en dehors des intersections 
des surfaces cylindriques (1.6). Si L, H et X prennent des valeurs 
appartenant à (1.6), les rotations Il, peuvent se produire ; quant aux 
autres mouvements distincts de (1.3), on ne sait pas s'ils peuvent 
se produire ou non. Rappelons-nous qu’à chaque triple de constan- 
tes L, H, K correspond en général un ensemble bidimensionnel de 
valeurs de P, Q, R, y, y’, y’. 

Pour (1.4) on a 


H=PI+T RE, L=—+P,(Pi+T RE), K=0, 


ce qui, compte tenu de (1.5), nous donne les valeurs des constantes 
des intégrales premières dans les rotations permanentes du second 
type Il, : 


op pet pp 
H= +7 Po Rs CE (1.7) 


(— 00 << P,< -- oo). 


Le lieu géométrique des valeurs des constantes L et H qui ren- 
dent possibles les rotations permanentes II, (voir 1.4) sont deux 
branches des courbes (1.7) situées dans le plan de À = 0, issues des 
points (—V2, 2) et (V2, 2), passant par des points pinces en 
(—+, —) et (=, +) et tendant asymptotiquement ensuite, 
d'en haut, vers la courbe H = L*. 

2.2. Mouvement pendulaire. Ici comme précédemment, deux ty- 
pes de mouvement sont à distinguer. Considérons d’abord le mouve- 
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Fig. 20 


ment JR, autour de l'axe Oz de symétrie de l'ellipsoïde d'inertie, 
auquel cas on doit poser P = Q = y” = 0. On déduit alors de (1.2.9) 
d’abord les identités 


P—=Q=7%=0: R°—-4y=4H4, ÿ —-y°=t1, (2.1} 
et ensuite les valeurs des constantes des intégrales premières 
L=0, K =2, —1< H < +0. (2.2) 


On voit immédiatement que le mouvement pendulaire (2.1) a lieu 
sur la droite (2.2) parallèle à l’axe de }H. 

Pour le second type de mouvement pendulaire M, autour de 
l'axe Oy, nous trouvons de même les paramètres du mouvencnt 


P-=R=Yy=0: Q—-2;ÿ=24, ÿ +y"—=1 (2.3} 
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et les constantes des intégrales premières 
L=0,, K=2|H|, -1< H< Lo. (2.4) 
Ici comme précédemment, le mouvement pendulaire (2.3) se 


produit sur la droite définie par (2.4). 
Les deux droites (2.2), (2.4) se coupent dans les points 


L=0,H=—1,K=2et L=0, H=1, K—2 (25) 


qui correspondent aux positions d'équilibre inférieure R; et supé- 
rieure À, respectivement. Il va sans dire que les points (2.5) appar- 
tiennent tous deux aussi à la courbe (1.6) qui correspond aux rota- 
tions permanentes du premier type. 

Toutes ces courbes, à l’exception de celle de IT,, sont représentées 
sur la figure 20 qui montre le premier octant de l’espace des XLH 
déplacé le long de l'axe de Æ jusqu’en À — —1. Les courbes de II, 
sont définies par l'intersection des surfaces cylindriques aux directri- 
ces montrées en pointillé et génératrices parallèles à l’axe de H 
avec les surfaces cylindriques aux directrices montrées en trait 
mixte et génératrices parallèles à l'axe de X. 


$ 3. Technique des variables QP 
dans le cas de Kovalevskaïa 


Les variables de Kovalevskaïa sont-elles l'unique méthode d'in- 
tégration de (1.2.9)? La technique d'élimination des variables R, 
+, y. y” entre les équations (1.2.9) que nous proposons dans ce 
paragraphe peut s'avérer utile sous ce rapport. Il sera d'ailleurs 
montré plus tard, dans le $ 4, que cette technique, dite technique 
des variables QP, à une grande valeur en elle-mème. 

3.1. Expressions des cosinus directeurs de la verticale. La pre- 
mière intégrale (1.2.10) nous donne 


2y = P? + QE +R — 2H (1.1) 
et les inégalités —1 < y < 1 conduisent aux deux premières condi- 
tions de validité du mouvement 

4(H—1)—2(P° +0) < R°<4(H--1)—2 (P°+Q°); (1.2) 
or, puisque le dernier membre de ces inégalités doit être non négatif, 
une troisième condition 

PF -@<2(H +1) (1.5) 
doit être vérifiée elle aussi. 
Eliminant y de la quatrième intégrale (1.2.10) au moyen de (1.1), 
nous mettons cette intégrale sous la forme 


[+ Re+2(P2— H) | +4(PQ +=? 


$ 3] TECHNIQUE DES QP DANS LE CAS DE KOVALEVSKAÏTA 235 


d'où il ressort que 
dy" = —2PQ + sign, J/ ke—|5Re+2(P—H)|, (14) 


où nous retenons partout la valeur arithmétique de la racine et 
désignons par sign, la première possibilité du choix du signe. Le 
radicande devant rester non négatif, on obtient une quatrième, une 
cinquième et une sixième conditions de validité du mouvement: 


—2K + 4H — 4P° LL R°L2K + 4H — 4P°, (1.5) 
Pr<+K : H, (1.6) 
tandis que les inégalités —1 < y’ 


> 1 déterminent une septième et 
une huitième conditions de validité du mouvement : 


—2+2PQ< sign V A?— [5 R+2(P2-H) | <2+2PQ. (17 


Portant les expressions (1.1) et (1.4) dans la troisième intégrale 
(1.2.10), on obtient 


y” = sign {1 + (P2+Q ++ R?— 2H) — 


|? 


—[—PQ+>sign ” K? — (+R +2P2—2H)] Pre (1.8) 


en désignant par sign, la deuxième possibilité du choix du signe. 
La dernière expression conduit à une neuvième condition de validité 
du mouvement : 


(Pr+@++ R2—2H }°+ 


+[ —2PQ + sign, #2 (4re+2pe 2H) fes (1.9) 


Le choix du signe (sign, ou sign.) est déterminé par les conditions 
initiales du mouvement. 


3.2. Mise en équation de R. Portons les expressions (1.1), (1.4), 
(1.8) dans la deuxième intégrale (1.2.10): 


2P (P2—2H)—2PQ2- PR? LQsign, V4K? —[R?+4(P2—H)f— 
_4L= —R sign {4 —(P2+@++ R—2H)— 


—| —2PQ+sign, VAE R+2p2—2n) | 1". (2.1) 


Cette équation principale permet de définir À en fonction des va- 
riables P, Q et des paramètres À, L. H. Nous devrons dans la suite 
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élever (2.1) au carré à deux reprises, ce qui risque de nous réserver 
des solutions superflues. 

Elevons donc (2.1) au carré et représentons l'équation obtenue 
sous la forme 


QD sign, V4K? — (R? + 4P° — AH) = ER°® +F, (2.2) 


où 
D =D (P, @*; L. H) = 4[P (P* — Q*) — 2 (HP + L)], 
(2.3) 
E=E(P, Q@:K,L, H)= — (P? — Q°Y + 4PIQ° + 
+ 4H (P° — Q°) + 8LP + 4 — K?, 
F = F(P, @*; K. L, H) = — 4{P (P* — Q*) —2(HP + L)F + 


+ 16Q° (P° — HŸ° — 4K*@. 

Elevons (2.2) au carré: on obtient une équation bicarrée en RÀ, 
(Q*D° + E*) R1 + 214 (P° — H) Q*D* + EF] R° + 

+ 4 [4 (P° — H}° — K*] Q°D*° + F° = 0. (2.4) 


Mettons sa solution sous la forme 


9 | 9 9 MN 
R = ps {— 40% — 1H) QD? —EF + 


+ D sign; VW 4K?Q2(Q?D° + E?)—Q214(P2— H)E—FF}). (2.5) 
Le signe sign, est déterminé par la valeur initiale de R°, sous la 
condition évidente que l'équation (2.4) admette une solution (2.5) 
non négative (positive si R°-£ 0). 

Avant de substituer les expressions (2.5) et (1.8) dans les deux 
premières équations (1.2.9), simplifions l'expression (1.8) pour +” 
en y exprimant le radical intérieur à l'aide de (2.2). Il vient 
&y2=4 + (P° —Q+2%) A+ 4 (PE HI} KE — 

—(P2— 211 + Q°)2 —4P2Q2 +2 
En y portant À tiré de (2.5), on obtient 
” à { : 
2 =sign, (4 TDF EE {— [4 (P2— 
— H)QD?+ EF] (P2—Q+2%)+(P2—Q + 
Lo >) QD sign, V 4K2(Q2D° + E?) —[4(P2—H)E— FF) Fe 


+ 4(P2—H}2—K?2—(P?—2H + Q}? — 4P2Q° +25)". (2.6) 
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On déduit enfin de (2.5) 


= 2: æ L, LLC — 4 P°=— 2D? — F - 
R=R(P, Qi K, L, H)= = (4 (P2—H) QPDE— EF + 


+ Dsigns V4K2Q2(Q2D2+ E2)—Q:{[4(P2=H)E—FF}"*. (2.7) 


3.3. Phase terminale. Portant (2.6) et (2.7) dans les deux premie- 
res équations (1.2.2), nous obtenons un système de deux équations 


= TQR(P, Q: K, L, H), 
d() (3. D 
a — —+PR(P, Q:; KX, L, H)—7Y" (2, Q:; K, L, H), 


où les expressions de R et y” sont tirées de (2.6), (2.7) et (2.3). Le 
système (3.1) se laisse mettre sous la forme 


dP _ 
1 
7 OR(P, ©; KL, H) 


= "=, (32 


— ZT PR (P,Q%;: K,L, H)—%"(P. @; K, L. H) 


d'où 
(PR + 2y”) dP — QRdQ = 0. 
Le premier membre de cette dernière expression est une diffé- 
rentielle totale si 
JR ; 
Or, il est extrémement ee de écris les valeurs des cons- 
tantes H, L, K dans les intégrales premières (1.2.10) pour lesquelles 
la condition (3.3) se trouve vérifiée. 
On peut réduire le système (3.1) à une équation différentielle 
unique du premier ordre 
dQ __ _P _ 2%" CP, Q?; À, L, H) (3 4) 
dP—  Q  QR(P,@®;Rk,L,H)° 
La résolution de (3.4) est cependant très difficile, car les expressions 
(2.6), (2.7) et (2.3) sont excessivement encombrantes. 


$ 4. Cas exceptionnel du mouvement de la toupie 
de Kovalevskaïa [3227] 


Si les constantes des intégrales des forces vives et du moment 
cinétique du solide par rapport à la verticale sont nulles et la cons- 
tante de l'intégrale de Kovalevskaïa est égale à quatre, c’est-à-dire 
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si l’on a dans (1.2.10) 
H=L=0, K°=4, (0.1) 


la méthode d'intégration des équations (1.2.9) proposée par Kova- 
levskaïa s’avère inopérante. Dans ce cas exceptionnel le terme cons- 
tant de l'équation principale (quadratique) de Kovalevskaïa [404c] 
est identiquement nul dans les conditions (0.1). Cela veut dire que 
tout le raisonnement suivant et les variables finales de Kovalevskaïa 
Ss S n'ont aucun sens. Remarquons que le cas exceptionnel (0.i) 
est. l'unique cas de dégénérescence de l'équation principale (quadra- 
tique) de Kovalevskaïa. 

4.1. Ensemble des conditions initiales S: P,-- 0. Compte tenu de 
(1.2.10), les égalités (0.1) signifient que les valeurs initiales des 
variables (pour + — 0) sont soumises à quatre conditions 


2 (PE + Q?) + RE = Ayo 2 (PoYo + Qovi) + Roys = 0, (1.1) 
MHVs Vo (PQ + 20) + 4 (PoQo + VW) = 4, 
qui ne un ensemble S dans l'espace des valeurs initiales 2,, 

Qo À 0° Vo: Ve Ve 
Or, puisque les égalités (1.1) restent vraies pour tout t > 0, le 
mouvement reste toujours confiné dans l’ensemble S considéré dans 
l’espace de phases P. Q. R, y, y’, y”. 
De la première équation (1.1) il ressort que 
V>0, 2(P+Q)+ REA (1.2) 
et en particulier 


RS 4, PR + QE 2, | Pol SV 2 1@ISV2 (13) 


Posons dans (1.1) P, = 0, explicitons y, dans la première équa- 
tion et Vo” dans la dernière et portons les expressions obtenues dans 
la troisième équation (1.1). 11 vient 


1 . 7 
TO (OS + Rs) + VS = 
@ = À == U. 


Portant ces dernières égalités dans (1.1), on obtient 
Po = 0: D =Y = 0, À = 4%o VW + Vo = 1 (1 Ro |< V2). 
(1.4) 
où — soulignons-le — toutes les égalités suivantes découlent de la 
première. L'ensemble S intercepte donc une portion (1.4) de l'hyper- 


courbe à une dimension sur laquelle se produit un mouvement pen- 
dulaire 


P=Q=7=0, R= 47, y +y?=1 ([RI<SV2) (45) 


et donc 
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le long du grand axe de l’ellipsoïde de révolution placé horizontale- 
ment : dans ce mouvement le centre de gravité G du solide remonte 
jusqu'au plan horizontal passant par le point fixe sans jamais fran- 
chir ce plan. Remarquons que les positions d'équilibre sont toutes 
deux extérieures à S$ et qu'aucune rotation permanente et aucun 
autre mouvement pendulaire ne prend naissance dans S. 

4.2. Ensemble S: P, = 0. Supposons qu'on ait dansce cas R,= 0. 
Explicitons y, et y, dans la première et la deuxième équations (1.1) 
en remarquant que Q, 0, car P,yo 0. Il vient 


2 2 0 P 
2Ÿo Es ne us Q Vo — MT Vo- 
Portons ces expressions d’abord dans la quatrième équation (1.1): 


(Pa + Que - 4 (2.1) 


P2° 
puis dans la troisième équation (1.1): 


I P 2 2\° 2 
+(1+4) (Ps + QE + = L. 


Compte tenu de (2.1), la dernière équation nous donne 
ce qui est impossible. Alors 
siP, Æ0,ona R, Æ 0. (2:27 


Montrons maintenant que le sous-ensemble S »,49 est vide, c'est-à- 
dire que le système d'équations (1.1) n’a pas de solution pour P, # 0. 
Explicitons y, dans la première équation (1.1): 


; 1 a: 
2Vo = P5+Q To RS. (2.3) 
Portons cette expression dans la quatrième équation (1.1), d'où 
: | 4, a: Los 4 _ , 
où le signe sign, est déterminé par la valeur initiale de y. De la 


troisième équation (1.1) il ressort ensuite, compte tenu de (2.3) et 
(2.4), que 


” ° ra, 3 3 ne 
NM lever Pis PO 
1 1 ; 1 2 
20: + 4 (Po — Q) R5 + 2PQo sign; v/1- (Pè+— R:}". (2.5) 
Mettons la deuxième équation (1.1) sous la forme 
2 (PoYo + Qove) = — Ross 
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élevons-la au carré et, en y substituant les expressions (2.3), (2.4), 
_ 5), écrivons l'équation bicarrée pour À, 


(Pi OR: +2| 7 PI (PI+ QE + 

+ Q(PILQN?—8QP3 | Ri+(PE(PI+Q—4QHE—0 (2.6) 
qui nous donne 

= — pren 1200 (P3— 03) + Po V (Pa + On —16@ le. (2.7 


L'équation bicarrée (2.6) se laisse obtenir aussi de l'équation 
{3.2.4) de la technique des variables QP. et la solution (2.7) de 
(3.2.5), en prenant comme précédemment H — L —0, K?=4. 

Pour que le”crochet soit imaginaire pur, il faut qu'il y ait 

@ = P,, P; < 1. 


Ces conditions étant remplies, on a 


Ri=4 TS, PRIT R=PE> I, 


2% 9 
P3 


ce. qui n'est pas conforme au mouvement réel en vertu de (2.4). 
Le mouvement ne serait donc possible que dans le seul cas R5 = 0, 
lequel ne peut cependant pas avoir lieu à cause de (2.2). De cette 
sorte, nous avons montré que l’ensemble S est vide dans le cas con- 
sidéré du mouvement de la toupie de Kovalevskaïa pour P, #0. 

11 s'ensuit que l’ensemble S des conditions initiales des équations 
du mouvement (1.2.9) de la toupie de Kovalevskaïa se réduit à (1.4) 
dans le cas exceptionnel défini par les conditions (0.1). 

Par conséquent, dans le cas exceptionnel (0.1) du mouvement 
de la toupie de Kovalevskaïa, on ne voit se produire que le mouve- 
ment pendulaire (1.5) à l’exception de tout autre. 


$ 5. Mouvement de la toupie de Kovalevskaïa 
dans le cas où la quatrième intégrale se sépare [322a’, c‘] 


5.1. Position du”problème. Ce cas dégénéré de la solution de Ko- 
valevskaïa se distingue par le fait que la constante de l'intégrale de 
Kovalevskaïa s'annule. La solution du problème se réduit à une 
quadrature unique par rapport à l'une des variables de départ. 
Cette quadrature ne peut être réduite aux intégrales elliptiques du 
troisième genre qu'à la frontière de son domaine d'existence. Nous 
analysons la solution dans le plan des constantes des deux premières 
intégrales et nous mettons en évidence l'unique mouvement pendu- 
laire possible dans”’ce cas et la famille des rotations permanentes. 

L'application de la méthode des hodographes au cas indiqué est 
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décrite dans les ouvrages de G. V. Gorr [405], A. Ia. Savtchenko 
[410], V. I. Koval et P. V. Kharlamov [412]. 
Si les conditions initiales du mouvement (t = 0) sont telles que 


1 , 

Vo= > (P5— Qi): Ye= — PQ: (1.1) 
et 20 le supposerons dans la suite, on a dans la quatrième intégrale 
(1.2.1 

K = 0. (1.2) 


Dans ce cas l'intégrale de Kovalevskaïa se trouve séparée en deux 
intécrales premières 


P—Q@+2»;—=0, PQ —+y = 0. (1.3) 
N. B. Delaunay a montré [413] qu'il en découle d'abord 
= — y = 1 — 5 (Pt + Q°P (1.4) 
et qu'ensuite l'intégrale des forces vives donne 
R°=4(H — P*) (0< P° << H). (1.5) 
Remarquant qu’on a 
PF << P° + <?2 (1.6) 


en vertu de (1.4), on a 
R° > 4(H — 2). (1.7) 


L'analyse de N. B. Delaunay [413] se termine là. I] traite le cas 
(1.2) (séparation de l'intégrale de Kovalevskaïa) comme une variante 
de la dégénérescence de la solution où son polynôme © (s) admet 
des racines multiples e, — e,; (voir 404 c), car dans le cas (1.2) 
les variables de Kovalevskaïa sont £, = £, = 0 en vertu de (1.3), 
si bien qu’il est impossible de revenir des variables finales de Kova- 
levskaïa s,, s aux variables de départ P, Q, R, y, y’, y”. Nous 
passons donc directement à la discussion du cas de séparation de 
l'intégrale de Kovalevskaïa, qui sera profitable même si notre as- 
sertion précédente s’avérait fausse. 

5.2. Cas de H — 0. Puisqu'on a À => 0 en vertu de (1.5), il est 
naturel de commencer l’analyse des mouvements possibles par H = 0. 
Il vient alors d'après (1.5) et (1.3) 


P=R=y=0, y=3@, y+væi (I0ISV2), (2.1) 


si bien que l'intégrale du moment cinétique par rapport à la verticale 
(1.2.10) nous donne L = 0. Nous dirons que c'est le second mouve- 
ment pendulaire (pour le distinguer du premier avec P = Q = y" = 
= 0) et nous remarquons que dans (2.1) il s’agit d'un mouvement 


16—01570 
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très particulier : en effet, le centre de gravité G de la toupie atteint 
le plan horizontal passant par le point d'appui O mais ne remonte 
jamais plus haut que ce plan. 

5.3. Réduction à une quadrature. L'existence de cinq intégrales 
premières des équations (1.2.9), à savoir: la deuxième intégrale 
(1.2.10) ct les intégrales (1.3), (1.4), (1.5) nous suggère la méthode à 
suivre pour réduire immédiatement le problème à une quadrature: 
on doit substituer (1.3), (1.4) et (1.5) dans la deuxième intégrale 
(1.2.10). Cela donne évidemment 


+ VA PI PF ONI=2L + P'+ PQ (3.1) 


Remarquons que les conditions de validité du mouvement détermi- 


nées par (1.3) . 
[PQI<1, [PF-DI<2 

et par (3.1) sont contenues dans (1.6) et (1.5). Elevons (3.1) au carré. 
Il vient 

(L° — H)14 — (P° + Q°Ÿ] + IL (P5 + Q°) + 2PF = 0. (3.2) 

Les équations (3.2) et (1.5) sont celles de l'hodographe de la vi- 
tesse angulaire instantanée Q{P, Q, R} de la toupie dans les coor- 
données mobiles considérées Ozxry:. 

Avant de définir Q en fonction de P dans (3.2), considérons trois 


cas possibles pour L° — H. 
a) L° >> H. Puisque les crochets sont tous deux non négatifs, 


il ressort de (3.2) que 
P° +@—=2, L(P° + Q°) = —2P, 
= —L, Q=+V2—- LE (ILI< V2). 
Portunt P = —Z dans (1.5), on obtient 
R=+2VH— L*?, 


ce qui montre que l'inégalité L° > H est à exclure. 
b) L° = H (L #0). Explicitons Q dans (3.2): 


Q=+y/ -P(P+À) (P(P+2)<0). 63 


Compte tenu de (1.5), nous obtenons de la première équation (1.2.9) 


d'où 


dP : 
=+y/-P(P+2)(«-p, (3.4) 
d'où 
P 
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Puisque le radicande est un polynôme du quatrième degré à raci- 


nes réelles O, —À, +L, l'intégrale du premier membre se réduit 


aux intégrales elliptiques du troisième genre et la solution du problè- 
me à leur inversion. Si L > 0, les mouvements sont possibles quand 
P varie entre O et la plus petite en module des quantités —2/L et —L. 
Si L << 0, l'intervalle de variation de P est compris entre 0 comme 
précédemment et la plus petite des quantités —ZL ou —2/L. 

Pour L = —P = +2 le radicande dans (3.3) s’annule identi- 
quement, ce qui nous donne, compte tenu de (3. 3), (1.3) et (1.5), 
l'unique rotation permanente possible (pour L* — H) 


Q=R=y=7y=0, P=+V2, y= —1. (3.6) 
c) L° << H. De l'équation (3.2) il ressort que 
HQ° = —P (HP +2L)+2V(H — L?)(H — P?). (3.7) 


Le choix du signe est déterminé, ici et dans la suite, par les 
valeurs initiales des variables. Compte tenu de (3.7) et de (1.5), 
on déduit de la première équation (1.2.9) 


F=+-sVH-P P2V —P(HP+2L)+2V (H—P?(H—L?), (3.8) 


après quoi le problème se réduit à l’inversion de l'intégrale 
P 


H dP 
+ H a Le 3.9 
d \ V + 2(H—P?) VH—Li—P (HP +2L) VH—P? (3.9) 


On sait que dans le cas général [404 c] la solution du problème de 
Kovalevskaïa se réduit à l’inversion d’un système d’'intégrales ultra- 
elliptiques. Dans le cas envisagé où la quatrième intégrale se sépare, 
G. G. Appelrot a réduit le problème à une quadrature ([216b)], 
pp. 101—112), en introduisant à cet effet une variable auxiliaire au 
lieu de le faire pour une des variables présentes. G. G. Appelrot 
û aussi . une analyse géométrique du mouvement dans ce cas 
216a, b]. 

5.4. Mise en évidence des rotations permanentes. Pour À = 0 il 
_. facile de montrer que les rotations permanentes suivantes ont 
jeu : 


Q=Y=0, P=Py R=Ry Ÿ=—- + P3, V=—+ PR (4.1) 
où les valeurs constantes de P, et R, sont régies par la condition 


 +v=1, donc PS (PS + Ri) = 4. (4.2) 
16e 
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Les constantes des intégrales preinières prennent alors les valeurs 
1 | A | 
L= —+P(2P6+ R), H=PS+TR, 


ce qui nous donne, compte tenu de (4.2), les valeurs 


sd 1 — 
per P°, H=-rtTr P?. (4.3) 

Le lieu géométrique des valeurs des constantes L, H des intégra- 
les premières pour lesquelles les rotations permanentes (4.3) peuvent 
se produire sont, dans le plan des LH, deux branches de courbes 
issues des points (—V 2, 2) et (V2, 2), admettant des points pinces 
en (—5/4, 7/4) et (5/4, 7/4) et tendant ensuite asymptotiquement 
vers la courbe H = L° d'en haut. 

5.5. Conclusion. Le génie de Kovalevskaïa a permis de définir les 
variables p, q, r, y, y’, y” en fonction du temps dans son cas d'in- 
tégrabilité au moyen des fonctions doublement périodiques de 
Rosenhein ; il est peu probable que ces fonctions seront tabulées, car 
elles comportent trop de paramètres. A ce titre, l'analyse des hodo- 
graphes mobile et fixe de la vitesse angulaire du solide proposée par 
P. V. Kharlamov s'est avérée fort utile. Le lecteur trouvera dans [83] 
un grand nombre de travaux dont les auteurs s'inspirent de cette 
technique pour traiter le cas de Kovalevskaïa [412] ou — plus sou- 
vent — d’autres cas qui se présentent. 
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PREMIÈRE PARTIE 
Pour le chapitre premier 


$ 1. Une méthode pratique de recherche des solutions périodiques des sys- 
tèmes de Liapounov a cté propeste par 1. G. Malkine [59a]. V. M. Sokolov [320] 
a déterminé des solutions périodiques pour certains types de systèmes de Liapou- 
nov qui se prêtent difficilement aux méthodes de calcul conventionnelles. 

n° 1.1. Nous expusons les résultats de nos articles [322 e-g, j, s). 

n° 1.2. Cette transformation a été signalée dans [322i, n. s, 1]. 

$ 2. Notre rédaction suit les idées du $ IV.6 de {146]. 

On trouve un exposé de Ja méthode de Poincaré, tant pour les systèmes non 
autonomes que pour les systèmes autonomes, dans les monographies de A. A. An- 
dronov, À. A. Vitt, S. E. Khaïkine [4]. 1. 1. Blekhman [15a]. B. V. Boulgakov 
[25], W. D. MacMillan [78]. 1. G. Malkine [7Ja, b]. Les articles de A. P. Prus- 
kouriakov [311a-n]et de G. V. Plotnikov {[305a, b, c] sont consacrés à l'analyse 
pratique des solutions périvdiques par la méthode du petit paramètre de Poin- 
caré. On y étudie des systèmes non autonomes et autonomes quasi linéaires à 
un au plusieurs degrés de liberté, ainsi que quelques systèmes non linéaires et 
une série de cas particuliers. 

Signalons un cas d'application peu traditionnelle de la méthode de Poincaré 
à un problème de mouvement du solide pesant autour d'un point fixe, tant pour 
l'étude des propriétés générales des équations du mouvement que pour leur inté- 
RUooe directe. L. N. Srétenski a proposé en 1953 [321] d'appliquer la methode 

u petit paramètre à l’étude du mouvement d'un solide entraîné en rotation 
rapide autour d'un point fixe. lou. A. Arkhanguelski a étudié dans ses travaux 
[219a, c] la construction de: solutions périodiques des systèmes autanomes quasi 
linéaires admettant des intégrales premières, ce qui conduit à des cas de dégé- 
nérescence. Sur Ja base des résultats obtenus, il trouve dans{219b,d, e] de nouvel- 
les solutions particulières pour un selide pesant animé de rotation rapide autour 
d'un point fixe, 


Pour lef.chapitre II 


Une littérature ‘abondante est consacrée aux pendules simples camposés et 
élastiques. Citons les articles de E. Mettlier 1367a], R. A. Struble [39fa], 
J. H. Heinbockel et R. A. Struble [359. 293a, b]. B. 1. Tchéchankov [335a-e] 
où l’on trouve un grand nombre de références bibliographiques. 

8 1. Naus expusans les résultats de [3224]. 

n° 1.6. M. Z. Litvine-Cédoï a établi [278a, b] qu'un pendule simple plan de 
longueur variable entraîné par un mouvement accéléré de sen puint d'appui fait 
naître, même en l'absence de toute sollicitation extérieure, une force de rappel 
due à la force de l'inertie de l’accélératian de Coriolis du pendule. 

$ 2. Nous exposons les résultats de [322c]. 


Pour le chapitre III 


La méthode de la moyenne (ou de mu\ennisation) est décrite dans les li- 
vres de N. N. Bogulioubav [17]. t. 1. Iou. A. Mitronolski [854]. V. M. Volossov 
et B. 1. Morgounov [33], E. A. Grébennikav et Jeu. A. Riabov [39], partie I. 

Les questions de la précision en théorie des oscillations non lineaires ont 
A dans les travaux de Iou. A. Riabov [316Gb-e] et S. A. Gorbatenko 
244a-d]. 
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Nous exposons ici les articles [322h] ($ 1). [322k] (8 2), [322n] (8 3) et 
[323] ($ 4). 

& 1. Les premiers résultats relatifs aux échanges de l'énergie pendant les 
oscillations d'un pendule élastique sont dus à A. A. Vitt et G. S. Gorélik [240]. 
V. O0. Kononenko [265a] décrit les échanges de l'énergie pendant les oscillations 
de flexion-torsion. Les échanges de l’énergie sont l'abjet des articles de R. A. Stru- 
ble [390b]. R. A. Struble et J. H. Heinbockel [393a, b], R. A. Struble et 
G. K. Warmbrod [394], B. I. Tchéchankov [335a, b], F. Kh. Tselman [333a], 
C. A. Mercer, P. L. Rees et F. J. Fahy [366]. 


Pour le chapitre IV 


1. Les systèmes de Liapounav ont été étudiés par I. G. Malkine [79a, b]. 
11 considère dans le chapitre VIII de [79b] des systèmes proches d'un système 
de Liapounov mais dans un sens différent du nôtre : en fait, il y étudie des syste- 
mes non autonomes. 

n°8 1.4, 1.2, 1.5. Nous exposons les résultats de [322m]. 

n°5 1.2. Le lecteur trouvera aussi la démonstration du théorème de Poincaré 
sur le développement des intégrales des systèmes analytiques d'équations diffe- 
rentielles suivant les puissances du petit paramètre dans la monographie de 
V. V. Goloubev [38a], chap. IIT, $ 2. 

n° 1.3. Comme nous l'avons fait remarquer dans l'introduction au n°0 1.3, 


notre analyse dépasse le cadre de l'équation r L w°r —= £p (r, r). Cette der- 
nière équation, écrite tant dans le cas scalaire que dans le cas vectoriel, fait 
l'objet de nombreuses études; parmi les travaux des chercheurs soviétiques, 
citons les monographies de A. A. Andronov, À. A. Vitt et E. S. Khaïkine [4], 
B. V. Boulgakov [25], I. G. Malkine [79a, b], N. N. Bogolioubov et Iou. A. Mit- 
He {[18a], N. N. Moïsseiev [90], Ia. N. Roïtenberg [117]. Soulignons par 
ailleurs que le n° 1.3 constitue un complément à l'analyse du cas général des 


oscillations du système à un degré de liberté définies par l'équation x Lf(r) = 


— £q (x). analyse effectuce par B. V. Boulgakov [25]. N. N. Moïssciev [90] et 
Ja. N. Roitenberg [117]. 

n°S 1.3, 1.4. Nous exposons les résultats de [322y1]. 

$ 2. Analysant des systèmes proches d'un système de Liapounov, I. G. Mal- 
kine [79b] a considéré les solutions périodiques qui se transforment en solutions 
liaprunovicnnes pour p = 0, ainsi que les solutions périodiques en cas de réso- 
nance. S. N. Chimannv, utilisant sa méthode originale des systèmes auxiliaires 
[336a, c. d]. a étudié les questions d'existence, de calcul pratique et d'analyse 
de la stabilité des solutions périodiques. 

Un cas particulier des systèmes du type de Liapounov a été considéré par 
V. M. Sokolov [320]; Iou. A. Riabov [316a] a analysé les systèmes de ce type 
mais d'un point de vue différent. 


DEUXIÈME PARTIE 


Le lecteur doit faire bien garde à la terminologie. Nous considérons ici les 
form?s normales des systèmes d'équations différentielles et leur application aux 
problèmes oscillatoires. 

En théorie des oscillations, on considère aussi les oscillations normales 
auxquelles correspondent des trajectoires rectilignes dans l’espace de configura- 
tion. Voici quelques références bibliographiques en cette matière. Le lecteur 
trouvera la définition des oscillations normales dans [313a, b]. Liapounov a dé- 
montré l'existence des solutions proches des oscillations normales dans une 
large classe de systèmes quasi linéaires [77a]. L. 1. Manévitch montre dan: son 
article [281] qu'il est possible d'étudier les ascillations normales en termes de 
la théorie des solutions de groupes invariants développée par L. V. Ovsiannikov 
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[98]. Quelques nouvelles classes de systèmes qui admettent des formes normales 
rectilignes et curvilignes des oscillations, grâce au fait que les systèmes corres- 
pondants sont invariants par des groupes de transformations discrets complé- 
mentaires, sont signalées dans les articles de L. 1. Manévitch et M. A. Pinski 
{282a, b]. Dans leurs articles [248a, b] L. 1. Manévitch et B. P. Tchérévatski 
ont analvsé des systèmes dégénérés réductibles à des équations à perturbation 
singulière. Une méthode efficace de construction des solutions périodiques de 
areils systèmes a été proposée. Une méthode constructive de recherche des sa- 
utions normales des systèmes conservatifs à dimensions multiples est avancée 
dans [283] et dans l'article de lou. V. Mikhline [296a]. Elle consiste essenticlle- 
ment à construire dans l'espace de configuration les trajectoires curvilignes des 
solutions cherchées preches des formes rectilignes des oscillations. Les trajec- 
toires se construisent sous forme de séries de puissances. Un lien avec les résul- 
tats de Liapounov{77a]est établi. R. M. Rosenberg donne dans son article[313a] 
la démonstration de certains théorèmes d'existence d'ascillations nnrmales. 
Mikbline étudie dans son article [296b] les régimes résonants et montre qu'ils 
sont proches des oscillations normales en certains cas particuliers. 


Pour le chapitre V 


Le lecteur trouvera les premiers renseignements utiles sur les systèmes 
autonomes dans le livre de A. D. Mychkis [92]. Nous recommandons en outre la 
monographie de Jou. L. Daletski et M. G. Krein [41] que le lecteur non-mathc- 
maticien pourra interpréter en termes d'espaces de dimension finie. La théorie 
qualitative est développée dans Ja monographie de V. V. Némytski et V. V. Sté- 
panov [96]: malheureusement, on ne trouve les renseignements sur les formes 
normales que dans la première édition de leur livre (1947). 

$ 1. Les résultats fondamentaux sur la théorie des formes normales sont 
dus à A. D. Bruno [234j]: le lecteur y trouvera aussi une liste bibliographique. 

n° 1.2. Dans le théorème fondamental de Bruno [234j] il n'est pas supposé 
que la forme de Jordan est diagonale, c'est-à-dire qu'on y considere le cas où le 
système admet des diviseurs élémentaires quelconques de la partie linéaire. 
L'expasé du n° {.2 est fonde sur la position du problème défini dans le n° 1.1. 

n° 1.3. Les généralisations du théorème de Poincaré aux cas où les condi- 
tions 2) ou 1) ne seraient pas vérifiées ont été données par C. L. Siegel [49] et 
V. A. Pliss [304]. 

$ 2. Le lecteur trouvera unc interprétation géométrique (dans l'espace des 
exposants de puissance) des « systèmes tronqués » et quelques exemples d'uti- 
lisation de ces derniers dans les travaux de A. D. Bruno [234m]. 

n° 2.4. L. M. Markhachav [288] et A. D. Bruno [234v] ont discuté l'exis- 
tence de Ja transformation analytique dans le cas réel. V. S. Samovol [318] ct 
A. D. Bruno [234v] ont généralisé le théorème de Poincaré au sens de l’existen- 
ce d'une transformation différentiable finie conduisant à un système linéaire. 

$ 3. L'auteur est bien d'accord avec A. D. Bruno qui remarque [2341] que 
la méthode des formes normales se divise naturellement en deux parties. La 

remière (alyébrique) consiste à donner un algorithme de construction des déve- 
oppements formels demandés [234i]. Dans ce livre l'algorithme est poussé jus- 
qu'aux formules de récurrence permettant le calcul dans le cas géneral. 

La deuxième partie (analytique) consiste à interpréter les résultats au moyen 
de fonctions analytiques (Poincaré [188], 11. Dulac [348], C. L.Sicgel [49], 
V. A. Pliss [304]: voir le résultat définitif de A. D. Bruno dans [234j]\ ou diffe- 
rentiubles (voir G. D. Birkhoff [12], etc.), ainsi qu'à évaluer la précision de l'in- 
tegration approchée par cette méthode (voir G. D. Birkhoff [12], C. L. Siegel 
{49]. 1. K. Moser [297)). 

La méthode locale n'est pas limitée aux formes normales. Le lecteur dési- 
reux d'étudier plus en détail la méthode locale (formes semi-normales, variétés 
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intégrales liées à ces dernières, etc.) consultera avec profit les travaux de 

A. D. Bruno [234j, p-u] où il trouvera aussi des références bibliographiques. 
Une généralisation des formes normales aux systèmes non autonomes est 

esquissée dans l’article de V. V. Kostine [268]. 


Pour le chapitre VI 


Nous exposons les résultats de notre article [322i]. 

$ 1. Après Poincaré [188], c'est Liapounoav [77a] qui a obtenu le premicr la 
représentation de la solution générale de l'équation (V, 1, 1.1) à l’aide des solu- 
tiuns de l'équation (V, 1, 3.2). 

Au lccteur désirant connaître le lien des problèmes cxposés ici avec la 
première méthode de Liapounsv et s'initier à un cercle de problèmes plus large, 
LA] recommandons la partie 11 de l'étude bibliographique de N. P. Erouguine 

47b]. | 

n° 1.2. La solution générale où les constantes arbitraires sont les valeurs 
initiales des variables (et de leurs dérivées) sera appelée solution du problème de 
Cauchy sous forme générale. 


Pour le chapitre VII 


$ 1. Nous exposons notre article [322p]. 

n° 1.4. La position du problème appartient à Ia. N. Roïtenberg. Nous avons 
étudié dans [322a] l'influence des jeux et du frottement sur les oscillations libres 
et forcées. 

$ 2. Nous expasons notre article [322ul]. 


Pour le chapitre VIII 


n° 1.4. Une approche plus générale des cas critiques de la stabilité (par 
exemple sans la condition d'analyticité des seconds membres) est esquissée dans 
la monographie de N. N. Krassovski [70]. 

n° 1.4. Les transformations décrites dans ce n° sont un cas particulier des 
transformations de puissance développées par A. D. Bruno [234c|]. 

n° 1.5. La portée du théorème de Bibikov-Pliss [227] a été intentionnelle- 
ment réduite ici par l'auteur. 

n08 2.4, 2.4 à 2.7. Nous exposons notre article [322]. . 

& 4. Nous exposans nos conférences [125b], partie 11, $ 6. 

Le cas critique de trois paires de valeurs propres imaginaires pures de la 
anEre de la partie linéaire a été examiné dans l’article de V. G. Vérétennikov 
239b). 


Pour le chapitre IX 


On trouve les résultats des travaux récents de P. V. Kharlamov, E. I. Khar- 
lamova et de leurs disciples consacrés à la dynamique du «solide et d'un système 
de solides dans [83]. L'article [330] de P. V. Kharlamovwv contient une liste bi- 
bliographique très complète des travaux récents (70 titres). 

Dans l’article de S. B. Katok [256] on trouve une description des varittés 
intégrales et des ensembles de bifurcations dans le problème du mouvement du 
solide à un point fixe, fondée sur l'étude topologique des systèmes mécaniques 
présentant une symétrie au sens de Smale [319). 

n° 1.4. Lex questions de stabilité des rotations permanentes sont traitées 
dans les travaux de V. V. Roumiantsev (voir la bibliographie dans{120]). 

n° 1.7. Une autre variante de la méthode des approximations successives 
appliquée à ce problème est décrite dans notre article [322w1]. 
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